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nepeAMOBa 

MO,lI,eJIIOBaHHSI SIK O,lI,Hy 3 HaHBa)l(JIlIBillIRX KaTeropiii npouecy ni3HaHHSI HeMO)l(JIHBO 

Bi,lI,OKpeMRTR Bin p03BRTKy JIIO,lI,CTBa. lile 3 ,lI,RTRHCTBa JIIO,lI,IIHa ni3Ha€ CBiT, CnOqaTKY 

qepe3 irpallIKR Ta irpR, i Bi,lI,06pa)l(a€, a60 MO,lI,eJIIO€, ,lI,iUCHicTb. 3ra,n,a€MO KOMn'IOTepHi 

irpR, B SIKH X MR, CHj.(SI{Hf B JIiTaKY a60 KOCMiqHOMY Kopa6JIi, 3.aiiICHIO€MO rrOJIiT TaK, 

Hi6HTO j.(iiIcHO 3HaxOj.(MMOCSI TaM. 3 POKaMR JIIO,lI,HHa BRKOPHCTOBY€ 6iJIhllI CKJIa,n,Hi 

MO,lI,eJIi, IUO .aaIOTb MO)l(JIRBicTh ~nporpaBanI» 6Y,lI,b-SIKi )l(HTT€Bi Ta BHp06HRqi Cll­

Tyauii ii OTpRMYBaTR TaKi p illIeH WI , IUO j.(03BOJISIIOTb 3HauTH HaHKpaIUHH cnoci6 BH­

pillIeHHSI np06JIeMR. Y TaKRX BRrra,n,Kax € MO)l(JIRBicTh aHaJIi3YBaTR 3a ,lI,onoMOroIO 

Mo.aeJIi 6y.ab-SIKi cHTyau:il, BKJIIOqaIOqH Ti, 3a SIKRX peaJIbHa CHCTeMa BHHllIJIa 6 i3 JIaay. 

Ue j.(03BOJISI€ MOj.(eJIIOBaTR KaTaCTPoqm, pij.(KicHi BRna,n,KR, Ta HaBiTb TaKi SIBRIIla i rrpo­

ueCR, SIKRX He icHy€ HaCnpaB,lI,i, T06TO BipT)'aJIbHY peaJIbHicTb. 

MeTO,lI,R KOMn'IOTepHoro MO,lI,eJIIOBaHHSI llIRPOKO 3aCTOCOBYIOTbCSI B ycix c¢epax 

,lI,iSIJIbHOCTi JIIO,lI,RHR - Bi,lI, KOHCTpYIOBaHHSI MO,lI,eJIeiI TeXHiqHRX, TeXHOJIoriqHHX Ta op­

raHi3auiuHHX CHCTeM .ao BHpillIeHHSI np06JIeM p03BHTKy JIIO,lI,CTBa Ta BcecBiry. KJIa­

CHqHRMR 06'€KTaMR MO,lI,eJIIOBaHHSI € iH<popMauiuHi, BRp06HWli, TpaHcnopTHi Ta iHllIi 

JIOriCTR':lHi CRCTeMR, SIKi B 6iJIbllIOCTi BHna,lI,KiB 3aCTOCOBYIOTbCSI ,lI,JISI P03B'SI3aHHSI 3a­

,lI,aq npoeKT)'BaHHSI, peKOHCTPYKuil Ta ,lI,OBroCTPOKOBOTO nJIaHYBaHHSI, a TaKO)l( BRKO­

pHCTaHHSI MOj.(eJIeiI Y KOHrypi KepYBaHHSI, T06TO B peaJIbHOMY MacmTa6i qacy. HaiI­

Ba)l(JIRBillIRM 3aB,lI,aHHSIM MOj.(eJIIOBaHHSI € ouiHKa nOKa3HRKiB <PYHKuioHYBaHHSI TaKHX 

CHCTeM. 

KOJIR CJIi,lI, BRKOPRCTOBYBaTH KOMn'IOTepHe MO,lI,eJIIOBaHHSI? 3aB)l(,lI,1l, SIK TiJIbKll MH 

CTaBHMO 3anllTaHHSI: «lilo 6Y,lI,e, >IKmO ... ?~, T06TO ,lI,JISI rrpRllmnTSI pillIeHb. Y p03BllHe­

HRX KpalHax rrepe.a iHBecryBaHHSIM KOlliTiB Y 6Yj.(b-SIKRiI rrpoeKT MO)l(JIHBOCri Horo 

peaJIi3a.u:i1 nepeBipSIIOTbCSI Ha iMiTauiiiHRX MO,lI,eJUIX. I1paKTHqHO Bci TPaHCHauioHaJIbHi 

KOMnaHii MaIOTb MO,lI,eJIi p03BRTKY BRp06HHUTBa, 6iJIbllI Toro, BOHH BKJIa,n,aIOTb 3HaqHi 

KOllITR y .n;oCJIij.()l(eHHSI UHX MO,lI,eJIeU. HanpHKJIa,n;, IUO,lI,O aBToM06iJIbHol npOMHCJIOBO­

CTi HiMe"'I"'IRHH icHy€ pimeHHH ,ll0 2005 pOKY rrpHHMaTH j.(0 P03TJIH,lI,y TeXHiqHY aOKy­
MeHTauiIO TiJIbKR 3a YMOBH i-i BinnoBi,lI,HOCTi KOHuenuii Digitale Fabrik (KOMn'IOTepHe 

BRp06HRUTBO). Ba)l(JIRBY pOJIb y uiiI KOHuerruii Bi,lI,irpaIOTb 3D-MO,lI,eJIi Bcix eJIeMeHTiB 

BHp06HWlOTO npouecy, mo 3aMiHIOIOTb C060IO 3BRqaHHi CAD-KpeCJIeHH>I. Y BRTJISI,lI,i 

3D-MO,lI,eJIeU rrOBHHHi 306paJKYBaTRCb yci 3ac06u Bup06HHUTBa: YCTaTKYBaHHSI i p060-

qi MicuSI, OKpeMi uexu i rrinrrpH€MCTBO B uiJIOMY, a TaKO)l( BHp06JIeHa rrpoj.(yKui>I - TO­

TOBi BHp06H 3 IX ,lI,OKJIa,n,HOIO TeXHiqHOIO ,lI,OKYMeHTaui€IO. 3p03YMiJIO TaKO)l(, mo Ae­

MOHcTpauiSI 6Y,lI,b-SIKllX allHaMiqHRX rrpoueciB MO)l(JIRBa JIllllIe 3a YMOBH, IUO HllMll 

KepYBaTHMYTb Bi):{rroBi):{Hi iMiTauiitHi Mo.aeJIi. Tpe6a qiTKO YSIBJISITR c06i, IUO IlOP>I,lJ; i3 

TPMuuiiiHRMR ,lI,JISI iMiTauiilHoTO MO.lleJIIOBaHH51 MO,lI,eJISIMH rrpou:eciB i3 ,lI,HCKpeTHRMH 

rro.n;iSIMR icnyIOTb KiHeMaTRqHi 3D-Mo,lI,eJIi YCTaTKYBaHHSI i p060"'IRX MicUb, eproHoMiq­

Hi 3D-Mo,lI,eJIi, MO,lI,eJIi THrry Digital MockUp TOIUO. 

MO,lI,eJIIOBaHHSI SIK TeXHOJIoriSI P03B'SI3aHHSI 3a,n,aq ycepe,lI,RHi cneUR<piqHOTO cepe­

j.(OBHma llIUPOKO 3aCTOCOBY€ThCSI rrij.( '-lac aHaJIi3Y i npoeKT)'BaHHSI iHCPOpMauiHHUX 
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систем для перевiрки вимог до lХ ефективностi, до використаних ресурств i оцiн­
ки пропускнот спроможностi систем. Однак розробка i застосування iмiтацiйних

моделей iнформацiйних систем - це не простi завдання. Етап формулювання аб­

страктно! моделi та етап конструювання моделi часто включають триваш й дорог:

процедури. Абстрактна модель шформашйнот системи звичайно створюсгься фа­

хiвцем iз моделювання, який може отримувати знання у потрiбнiй галузi вiд про­

ектувальникiв i аналiтикiв. Модель може мати математичний характер (наприклад,

системи формування черг, ланцюги Маркова або мережа Петрг), але для того щоб

вона шдлягала аналiзу, навiть за допомогою комп'ютера, при П формулюваннi

роблять деякi узагальнення. Програмна реалiзацiя моделi потiм здтйснюетъся фа­

хгвцями з моделювання, якi можуть використовувати унiверсальну мову програ­

мування (типу С++ або ]ауа) або спецiалiзованi засоби моделювання (так: як

GPSS або iThink). Для цього часто залучаються програмiсти, якi е промiжною

ланкою мiж аналiтиком i людиною, що приймае рiшення. Наявнiсть тако] ланки

може призводити до появи помилок i неточностей не тiльки пiд час побудови мо­

делi, але й пiд час програмування.

Моделювання - складний процес, що потребуе багато часу, незважаючи на те,

йде мова про окремого фахiвця з моделювання чи шло! групи фахiвцiв, впродовж

роботи яко! потрiбнi поспйний зв'язок i координацiя. Зазначенi причини виправ­

довують зусилля, докладен! для розробки методiв, що допомагають прискорити

процес моделювання шляхом автоматизацп деяких процесiв. Сучаснi програмнi за­

соби моделювання використовують графтчний iнтерфейс i дво- або тримiрну анг­

мацiю, що значно полегшуе сприйняття резулыатiв моделювання неспецiалicтом.

Програми реалгзацй моделей взагалi складно писати й налагоджувати. Для

того щоб перевгрити правильнiсть i достовiрнiсть iмiтацiйноi моделi та й вiдпо­

вiднiсть цiлям моделювання, необхiдно мати вичерпну iнформацiю щодо областi

застосування сисгеми, методологи моделювання i мови програмування. Таку ро­

боту заэвичай виконуг експерт. У якiснiй моделi повиннт враховуватися вс! мож­

ливi варiанти вихiдних даних, i починати моделювання можна лише, отримавши

позитивнi резулыати. Пiсля огляду числових результатiв моделювання може ви­

никнути потреба у внесенн! деяких змiн в абстрактну модель i (або) програмну

реалiзацiю моделi, що може призвести до повторного виконання деяких або всгх

операшй на рiзних етапах моделювання. Таким чином, жоден серйозний проект з

моделювання не може бути успiшно реалiзований без участi експерта. Великi за

обсягом моделi створюс, як правило, команда розробникiв, i хоча б один з il чле­
нгв мае виконуватипри цьому роль експерта. Експерт повинен:

• володiти базовими iнженерними знаниями, необхiдними для розумiння прин­

ципiв функцiонування визначених класiв систем;

• володiти методами системного аналiзу i керування проектами, необхiдними

для коректно] постановки задачi моделювання i оргашзацп робiт з реалгзацй

й використання моделей;

• володпи методами математичного та гмггашиното моделювання незалежно

вiд того, якi програмнi засоби моделювання використовуються;
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• знати i вмiти застосовувати одну або декiлька iмiтацiйних систем i мов про­

грамування;

• бути обiзнаним iз сучасними гнформашйними технолопями, що забезпечують

iнтеграцiю моделей у системи лроектування, плануваиия i керувания:

• бути спроможним приймати рпцення за результатами модслювання:

• знати основнт класи математичних моделей i методи моделювання систем,

а також принципи побудови iмiтацiйних моделей процесiв функцiонування

систем, методи та етапи lX формашзацц та алгоритмiзацil;

• вмiти вибирати та використовувати методи математичного моделювання при

проектуванш та експлуатацп складних систем управлгння, розробляти схеми

алгоритмгв для iмiтацiйного моделювання технгчних, тсхполопчних, органт­

зашйних, iнформацiйних систем та lX об'скпв, реалiзовувати моделюючi про-
, .

грами на комп ютерг:

• мати уявлення про сучасний стан i перспективи розвитку методiв моделюван­

ня в галузi iнформацiйних технолопй, систем управлiння та систем обробки

iнформацil 3 використанням сучасних програмних систем, таких як програмнi

генератори, iнтерактивнi, iнтелектуальнi та вiзуальнi системн моделювання.

Для того щоб стати досвiдченим експертом i професiоналом, необхiдно також

мати досвщ роботи в проектах з моделювання.

3 1952 року тсну« всесвггне добровiльне товариство мгжнародного комп'ю­

терного моделювання - SCS (www.scs.org), основними завданнями якого е вив­

чення, розповсюдження, використання й удосконалення методгв комп'ютерного

моделювання для виргшення реальних проблем, шо iснують у свгп. ДО SCS вхо­

дять професiонали,дiяльнiсть яких пов'язана з розроблениямметодологiiта за­

стосуваннямсучасних технологiй i методiв моделювання. Регiональнi ради SCS
iснують У США, Канадг, крагнах Свропи (www.scs-europe.net). включаючи Схiдну

Свропу, в Китаг, Мексиш та iнших кратнах.

Щороку SCS проводить конференцпз проблем моделювання,пубшкуедопо­

вiдi та випускае журнали (www.scsorgjpubsjpubsinfo.html). В Сврогп тснуе федера­

цiя европейських товариств моделювання - EUROSIM (www.eurosim.info). това­

риство моделювання та технологц iMiTauii: - EUROSIS (http://biomath.rug.ac.be/
tveurosis/index.html), а також iнститути науки модслювання ~ McLcod. Комп'ю­

терне моделювання активно засгосовуетъся у досдшницьких центрах в усьому

свгп. Тiльки У Великiй Британи тснуе близько десяти труп дослiдникiв в унт­

верситетах,що працюють у шй галузт.э- в Лондонськiйшколi економiки, Iмпе­

рiал-коледжi, Унiверситетi Варвпс, Унiверситетi Ланкасгера, Саутампгонському

унiверситетi тощо. Американське i европейськ! товариства моделювання регу­

лярно проводять конференцп та публiкують lX матерiали.

Добре вщомт працi з гмггашйного моделювання Р. Шеннона, Дж. Шрайбера,

Дж. Клейнена, А. Прицкера, надрукеваш ростйською мовою. Протягом бiльш нiж

15 рокгв не було перекладено жодноз книжки iноземного автора вшповшноз тема­

тики н! в Росц, н] в Украпп, хоча тiльки в CIIlA шорiчно видаеться або переви­

даеться чимало таких книжок. Серед останнтх слiд вiдзначити монографй, якi
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широко використовуються В учбовому процесi багатьох унiверситетiв: А. М. Law,
W. D. Kelton. Simulation Modeling and Analysis (у 2004 роцi перекладена росiйсь­

кою мовою);J. Бапks, J. S. Carson, Б. L. Nelson. Discrete- Event System Simulation.
На жаль, активне застосування методтв iмiтацiйного моделювання за кордо­

ном не викликало поки що значного його поширенняу нас в крапп, незважаючи

на проведення Iнститутом ктбернетики НАН Украши фундаментальних робiт

у цiй галузi. Пояснити те, що вщбуваеться, мабуть, можна двома причинами:

по-перше, пануванняму певнi часи принципу витратно'i економiки, за якот iMi­
тацiйнi моделi були не потрiбнi; по-друге, необхiднiстю перебудови стереотипу

мислення у процесi розробки iмiтацiйних моделей, який суттево втдртаняетъся

вiд процесу проектування традицiйних програмних засобiв для автоматиэацц сис­

тем управлгння.

у зв'язку з розвитком ринковш економiки та переходом до ринкових моделей

ситуацiя почала змiнюватись. Це шдтверджуе i поява в мережi Тнгернет за остан­

Hi два роки портала www.simulation.org.ua в Украпп, WWW.gpss.ru - в Росц та сайта

www.gpss-forum.narod.ru в Росй,

Призначення цiЕl книги - подати всебiчне i сучасне трактування встх важли­

вих аспектiв моделювання, включаючи формальнi моделi систем масоного обслу­

говування, системног динамтки та мереж Петрi, технологiю i програмне забеэпе­

чення моделювання, перевгрку достовiрностi та правильиосп моделей, методи

моделювання випадкових чисел, величин i процесiв, планування експериментiв

й аналiз результатiв моделювання з наступним прийняттям рiшень.

У пiдручнику узагальнено бiльш нiж двадцятип'ятирiчний досвiд роботи автора

у галузi iмiтацiйного моделювання та практичного використання систем АЛСИМ,

СТАМ-ЮIАСС, GPSS, CSS дЛЯ трьох поколiнь комп'ютертв,починаючиз БЕСМ,

€C ЕОМ та закiнчуючиперсональнимикомп'ютерами,а також досвiд розробки

власнихсистем моделюванняICIM'95, ISS 2000 i викладання дисциплiни «Моде­

лювання систем» на кафедрi автоматизованих систем обробки iнформацй та уп­

равлiння в Нацiональному технiчному унiверситетi Украши «Китвський полiтех­

нiчний шституть.

3 ycix видiв моделювання - а це перш за все математичне i графiчне - в гпдруч­

нику основна увага придшяеться iмiтацiйному моделюванню. Огляд науково-до­

слiдницьких робiт показуе, що iмiтацiйне моделювання е чи не найпопулярнiшим,

за використанням на практицi його випереджають лише методи математичного

програмування. Головна цiннiсть iмiтацiйного моделювання полягае в тому, що в

основу його покладена методологiя системного аналiзу. Бона дозволяе дослiджу­

вати проектовану або аналiзовану систему методами операшйного аналiзу, який

включае так! взаемопов'язант етапи: змiстовна постановка задачi, розробка кон­

цептуально] моделi, розробка та програмна реалiзацiя iмiтацiЙНОl моделi, перевгр­

ка адеквагностт моделт та оцiнка точностi результаив моделювання, планування

i проведення експериментiв та прийняття рiшень. Завдяки цьому можна застосо­

вувати iмiтацiйне моделювання як унiверсальний пiдхiд пiд час прийняття рг­

шень в умовах невизначеностi та врахування у моделях тих факторiв, якi важко

формалiзувати, а також використовувати основн; принципи системного пiдходу

для виконання практичних завдань.
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Упровадженняiмiтацiйнихмоделей обробки даних висвiтлило низку проблем,

з якими доводиться мати справу як розробникам моделей, так i користувачам.

Iнодi навггь квалiфiкованi фахiвцi в галузi традицiйного програмування не можуть

засвоiти прийоми роботи з системами моделювання через нерозумiння прихова­

ного механiзму роботи моделюючоi програми. 3 подiбними серйозними трудноща­

ми стикаються i студенти на початковому етапi вивчення методiв iмiтацiйного

моделювання, а потiм i пiд час переходу вiд розробки програм на традишйних мо­

вах програмування до розробки iмiтацiйних програм. Тому було поставлено за

мету, базуючись на системному пiдходi, розкрити суть iмiтацiйного моделювання

ззовнi (з боку користувача) та зсередини (з боку розробника моделей).

У пiдручнику зроблена спроба вiдповiсти на традишйне, дискусiйне питання

щодо вибору засобiв програмування для реалгзацп [мггацтйно] моделi. Пiд час по­

будови складних iмiтацiйних моделей не може йтися про алгоритмiчнi процедурнi

мови як основу моделi, бо в цьому разi доводиться вiдтворювати весь прихований

механiзм мов моделювання. Осганш служать для навчальних та «iграшкових»

моделей, що iлюструють можливостi iмiтацiйного моделювання. Для складних

моделей використовуються спецiалiзованi засоби моделювання, якi дозволяють

автоматизувати процеси створення моделi. Особлива увага придгляетъся мов!

дискрегно-пошйного iмiтацiйного моделювання GPSS, яку, незважаючина il со­

лiдний втк (понад 40 рокш), досi застосовують для програмних реалiзацiй моде­

лей. ця мова проста й ефективна при розробленнi бiльшостi простих моделей,

навчитися будувати якi можна за дуже короткий час. Розглядаючи принципи по­

будови алгоритмiв для реалiзацii блокiв i керуючоi програми моделювання мови

GPSS, можналегко зрозумiти,яким чином будуютьсяскладнi iмiтацiйнiсистеми.
Тому в багатьохроздiлахкниги розглядаютьсяприклади, пов'язанiз шею МОВОЮ.

Бiльш того, аналiз застосування мов моделюваннядля проведення практичних,

лабораторнихзанять i курсового проектування у вищих навчальних закладах Ук­

раiни i краги енд (www.gpss.ru) гпдтверджуе популяршсгь мови GPSS.
Враховуючите, що моделюваннясистем - прикладна наука, поданий у книж­

ш матертал мае практичну спрямованiсть, i наведенi математичнi формулювання

i докази не завжди е строгими. Особливо це сгосусться теорй масоного обслуго­

вування, яка викладаеться з позицiй операшйного аналiзу.

Iмiтацiйне моделювання неперервних систем i пов'язаних з ними комбiнова­

них систем моделювання у книжцi не висвiтлене в повнiй мгр]. Це пояснюеться

тим, що в галузi iнформатики, економiки, обробки iнформацii та автомагизова­

них систем управлiння неперервнi системи використовуються тiльки на ртвн!

управлiння потоками (магертальними, фiнансовими та ш.). В осганнтх роздiлах

посзбника описуеться технолспя автоматизацп проектування iмiтацiйних моде­

лей та проведення експерименпв, а також прискорення процесу моделювання,

наведенi приклади побудови складних iмiтацiйних проектiв.

У книжцi розглянуто сучасний стан засобiв моделювання та тенденцц ix роз­

витку; серед них на особливу увагу заслуговують засоби авгомагизацп створення

моделей, а саме вiзуальне середовище моделювання, яке дозволяе будувати iMiTa­
цiйнi моделi за принципом «що бачу, те i вiдображаю у модешь.
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Для успiшногозасвоенняматерiалукниги необхiдномати базовi знання з тео­

рй ймовiрностейта математичншстатистики, основ дискретно! математики, лi­

шйно! алге6ри або георй матриць i програмування.
Книга призначена для студентiв, якi навчаються за програмою бакалаврiв

з напряму ~Комп'ютернi науки», мапстрам, що навчаються за спецiальностями

«Iнформацiйнi управляючi системи та технологц», «Прикладна математика», «IH­
формацiйнi системи у менеджменп», кртм того, вона буде корисною аспiрантам

i усгм, хто цiкавиться проблемами iмiтацiйного i комп'ютерного моделювання та

його застосуванням на практиш.

BiA видавництва

Вашi зауваження, пропозицй та запитання надсилайте за адресою електронног

пошти pg@bhv.kiev.ua та за адресою http://www.osvita.info. На цьому ж сайтi ви по­

знайомитеся з детальною гнформашею про iншi видання серп «Гнформатика».

Iнформацiю про книжки Видавничо'i групи ВНУ ви можете знайти на сайтi

http://www.bhv.kiev.ua.



P03Ain 1 

3aranbHi nono~eHHH 
Ta BM3Ha'leHHH 

• BVl3Ha'-leHH51 MOAelli ra CVlcreMVI 

• B3a€M03B'5130K MOAelli Ta CVlcreMVI 

• KnacVlq,iKaLJ,i51 MOAelleVi i BViAVI MOA8mOBaHH51 

• npVlHLJ,VlnVl i MerOAVI no6YAOBVI MOA811eVi 

• TeXHOllori51 MOAellIOBaHH51 

MO,L(eJIIOBaHHH - lJ,e ciloci6 ,L(OCJIi,n.JKeHIUI 6Y,L(h-HKI1X 7!BI1IlJ" npo:qeciB a60 06'€KriB 

llIJIHXOM no6Y,L(OBH ra aHaJIi3Y "ix MOlJ;eJIeH. Y lImpoKoMY P03YMiHHi MO,L(eJIIOBaHH7! € O,L(­

Hi€IO 3 OCHOBHI1X KareropiH reopii ni3HaHH7! i tIH He €lJ;HHHM HaYKOBO 06rpYHrOBaHHM 

MerO,L(OM HaYKOBHX '[(OCJIi,n)l(eHh CHcreM i rrpOlJ,eCiB 6Y,L(h-7!KOi rrpHpOlJ;11 B 6ararhOX 

ccpepax JIIO,[(ChKOi '[(mJIhHocri. 

Ha ChorO,[(HililHiH ,[(eHh Mo,[(eJIIOBalfHIO npH,L(iJI7!€rhC7! BeJIl-'lKa YBara. HeBHna,L(KO­

BO HaHrrOTY)KHillIHH y cBiri cyrrepKoMn'IOTep NEC Vector SX6 (Earth-Simulator), 

3a ,[(aHHMH oCTaHHhol Bepci"i peHTI1Hry TOP500 (http://www.topSOO.org), BCTaHOBJIeHO 

B UeHrpi Mo,[(emOBaHH7! 3eMJIi B .ti:oKoraMi (5InoHiH). UeH KOMn'IOTep npH3HaqeHO 

,[(JI7! Mo.u;emOBaHH5I OCHOBHHX BJIaCTlmOCreH CKJIa,L(OBHX KJIiMaTHqHol CHCTeMll 3eMJIi: 

aTMoccpepll, OKeaHY, Kpioc¢epll, nOBepxHi cYllIi i 6ioccpepll, a TaKO)K 30BHilIIHix i BHYT­

pillIHix cpaKTopiB Y cl1cTeMi, 5IKa BH3Haqae fJI06aJIhHHH KJIiMaT i HOro 3MiHll. 

Y lJ,hOMY p03lJ;iJIi p03rJI7!,[(aIOThC7! OCHOBHi Bi,nOI\<IQCTi 3araJIhHoi Teopii CllCTeM i MO­

,[(emOBaHH7!. 

1 .1. nOHRTTR CMCTeMM 

OCHOBHllMH rrOHHTT5IMll B Teopii i npaKTllui Mo,[(eJIIOBaHH5I 06'eKriB, rrpOlJ,eCiB i 5IBllIlJ, 

€ «CllCTeMa~ Ta «Mo,[(eJIh>)0 . 

Y rrepeKJIa){i 3 rpeUhKol -«systema» - lJ,iJIe, 5IKe CKJIa,L(a€ThC5I i3 tIaCrllH; 06'€,[(HaHH7!. 

TepMiH -«CllCTeMa~ icHY€ B)I(e 6iJIhlIl Hi)l( ,[(Ba TllCRtIOJIiTT7!, rrpOTe pi3Hi ,[(OCJIi,L(HllKll 

Bll3HaQaIOTh Horo no-pi3HOMY. Ha ChOrO,L(Hi iCHY€ nOHa){ 500 Bll3HaQeHh TepMiHY «CI1C­

reMa>:>. O,[(HaK, BllKOPllCTOBYIOQll 6Y'[(h-7!Ke 3 HllX, Y neprny Qepry rroTpi6HO MaTll Ha 

YBa3i ri 3aB,[(aHH7l, 5IKi CraBllTh nepe,[( C060IO '[(OCJIi,nHllK. CI1CTeMOIO MO)l(e 6YTll i Oll:llH 

KOMn'IOTep, i aBTOMaTll30BaHa JIiHi7! a60 TexHoJIoritIHllli npouec, B 5IKllX KOMrr'IOTep 
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е лише одним iз компонентiв, i все пiдприемство або кiлька рiзних щдприемств, якi

функцiонують як едина система в однiй галузi промисловостi. Те, що один дослiд­

ник визначае як систему, для iншого може бути лише компонентом бiльш склад­

но} системи.

Для всгх визначень системи загальним е те, що система - це цiлiсний ком­

плекс вэаемопов'яааних елеменпв, який мае певну структуру i взаемодге iз зов­

нiшнiм середовищем. Структура системи - це органiзована сукупнiсть зв'язкiв

мiж й елементами. Пiд таким зв'язком розумiють можливiсть впливу одного еле­

мента системи на шший, Середовuще - це сукупнiсть елеменпв зовнiшнього свггу,

якi не входять до складу системи, але впливають на й поведiнку або властивостi.

Система е вiдкрumою, якщо юнуе зовнiшне середовище, яке впливае на систему,

i закритою, якщо воно вiдсутне або з огляду на мету дослiджень не враховуеться.

Одне з перших визначень системи (1950 ргк) належитьамериканському бiоло­

гу Л. фон Берталанфi, зпдно з яким система складаеться з деякоi кiлькостi взае­

мопов'язаних елементiв. Оскiльки мiж елементами системи iснують певнi взае­

мозв'язки, то мають бути сгруктурн] вiдношення. Таким чином, система - це

щось бiльше, нiж сукупнiсть елементiв. Аналiзуючи систему, потрiбно враховува­

ти ошнку системного (синергетичного) ефекту. Властивостi системи вщмшн! вiд

властивостей й елементiв, i залежно вiд властивостей, якими цiкавляться дослiд­

ники, та ж сама сукупнiсть елементiв може бути системою або нг,

Багато дослiдникiв визначають систему як цiлесnрямоваllУ множину взаемопо­

в'язаних елементiв будь-яко. природи. Згiдно з цим визначенням система функшо­

нуе для досягнення деякоi мети. Це визначення с правильним для соцiологiчних

i технiчних систем, але не пiдходить для систем навколишнъот природи (наприк­

лад, бiологiчних), мета функцiонування яких не завжди вiдома.

Одне з важливих визначень системи пов'язане з абстрактною теорiею систем,

у рамках якоi, на вщмшу вiд iнших ртвнгв опису систем [28], використовуються
так! ршнт абстрактного опису:

• символiчний, або лiнгвiстичний;

• теоретико-множинний;

• абстрактно-алгебричний;

• тополопчний;

• лопко-математичний;

• теоретико-шформашйний;

• динамiчний;

• евристичний.

Найвищий ртвень абстрактного опису систем - тнгвьстичнии; грунтуючись на

ньому, можна одержати вс; iншi ргвн], На цьому ргвнт вводиться поняття предмет­

но! областi, для опису яко! застосовуються алгебричнi моделi, з якими пов'язана

деяка мова. Для опису предметног областi цiею мовою використовуються два ргв­

н! формальних мов [28], за допомогою яких будують лопко-алгебричну модель

предметно! областi. На цiй моделi пiдтверджуються методи дослiдження за допо-
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могою формального апарату, яким можуть бути теорп, побудованi у виглядi ic­
тинних висловлювань з yci€l множини висловлювань.

Таким чином, система - це окремий випадок теорц, описаний формальною

мовою, яка уточнюегъся до мови об'екпв. Для визначення деякого поняття вико­

ристовують певнi символи (алфавiт) i встановлюють правила оперування ними.

Сукупнiсть символiв i правил користуванпя ними утворюе абстрактну мову. По­

няття, висловлене абстрактною мовою [14], означае будь-яке речення (формулу),

побудоване за граматичними правилами цi€l мови. Припускають, що таке речен­

ня мiстить варгйовант змiннi, так званi конститиенти, якi, маючи тiльки певнi

значення, роблять дане висловлювання тсгинцим.

Якщо юнуе множина висловлювань С, але лише V iз них iстиннi, то вважають,

що мае мiсце теорiя L ыдносно множин С. Якщо припустити, що конституенти

в цих висловлюваннях € формально визначеними величинами, то так! висловлю­

вання називаються правильними. Тодi, за визначенням М. Месаровича, система ­
це множина правильних висловлювань. Бсi висловлювання подiляються на два

типи: терми, якi вказують на предмети (об'екти), i функтори , якi визначають вш­

ношення мiж термами (об'ектами). Бикористання термтв i функторiв дае змогу

показати, як, базуючись на лiнгвiстичному рлвн], можна утворити iншi ргвн! абст­

рактного опису системи.

Наприклад, за допомогою термгв i функторiв можна показати, як iз лiнгвiстично­

го рiвня абстрактного опису системи виникав теоретико-множинний, якщо вва­

жати, що терми - це множини Xs, за допомогою яких перелiчують елементи або,

iнакше, пiдсистеми дослiджуваних систем, а функтори встановлюють характер. .. .
вгдношень мтж задгяними в ОПИСl множинами.

Пiд час подальшого викладення змiсту цi€l книги будемо користуватись тео­

ретико-множинним визначенням системи (А. Холл i Р. Фейджiн та Ф. Фейд­

жiн), згiдно з яким система - це множина об'скпв, мiж якими iснують певнi вщно­

шення, та "ix атрибути. Пiд об'ектами розумiють компоненти системи, Це, наприклад,

пiдсистеми (тобто може iснувати i€рархiя пiдсистем) або окремт об'екти системи.

Аmрuбутu - це властивостi об'скпв. Витошення задають певний закон, за яким

визначасгься деяке вшображення в однiй i тiй самгй множинi об'екттв. За цим ви­

значенням поняття множина та елемент е аксiоматичними.

Таким чином, система S задаетъся парою елемснтiв:

де Xs, Rs - множини вiдповiдно елементiв i вiдношень мiж ними. Бiдношення визна­

чають вэаемодгю мiж об'скгами. У загальному випадку п - вiдношення Rn у мно­

жинах X1, Х2, ... , Х; е деякою пiдмножиною декартового добутку X1 х Х2 х ... х Хm
який зiставлено з n-вимiрних наборiв (кортежiв) виду (Хl, Х2, ... , хn) , де Xi Е Х;

1 = 1, 2, ..., п.

1 Декартовим до6утком множин А х В називастъся сукупнiсть будь-яких пар виду (а, Ь), така що
А х В = «а, Ь) I а Е А, Ь Е В).
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Якщо вiдношення Rn в окремому випадку задаеться, наприклад, деякою функ­

шею, що визначае зв'язок мiж певним елементом х Е Х i певною пiдмножиною У,

то f :Х --) У, тобто вважаемо, що функцiя f перетворюс значення iз множини Х

У значення пiдмножини У. Для функцп f множина х - це область визначеиня,

а пiдмножина У - область значень функцп. Функцiю f можна подати як множипу

впорядкованих пар елементiв (х, у).

Що стосуеться атрибутiв системи, то вони подiбнi до функцiй, визначених

у пiдмножинi об'скпв. Бiдмiннiсть атрибутiв ыд функшй полягае в тому, що два

рiзних атрибути з погляду на поняття функцц можуть бути однаковими. Атрибут

А задаегься парою елементiв - (i, f), де i -- iм'я атрибута, а! ~ функцiя, визначе­

на на пiдмножинi об'скпв, у динамiчних об'скпв атрибут також може бути функ­

тпею вiд часу t.
Нanриклад, у разi дослiдження пропускпот здатностi дiлянок дорiг об'ектами

системи можуть бути перехрестя, розв'язки, поворот i прямолiнiйнi дiлянки дорiг

(статичнi об'екти) та автомобiлi (динамiчнi об'екти). Бластивостi (атрибути) ди­

намiчних об'екпв, на вiдмiну вiд властивостей статичних, змiнюються в часi. На­

приклад, гальмовий шлях автомобiля эмгнюеться залежно вiд швидкостi руху та

погодних умов, а прискорення може бути додатним (пiд час розгону) або вщ'емним

(гпд час гальмування). Бiдношення в цiй системi задаються згiдно з правилами

дорожнього руху.

Вивчаючи систему бiльш глибоко, усвщомлюемо, що вона може складатися

з пiдсистем або бути однтею з елементiв бiлыlIll системи, тобто може iснувати те­

рархiя систем. Наприклад, двигун е пiдсистемою автомобiля, який у свою чергу

е пiдсистемою транспортного потоку магiстралi.

На теоретико-множинному ргвн! абстрактного опису системи можна отриму­

вати досить загальнi вiдомостi про реальнi системи, а для конкретнiших цiлей

потрiбнi iншi моделi, якi давали б змогу бiльш детально аналiзувати рiзнi власти­

восп реальних систем. Для цього потрiбнi нижчi ргвн: абстрактного опису систем,

якi е окремими випадками опису теоретико-множинного рiвня. Так, якщо эв'язки

мтж елементами розглядуваних множин установлюються за допомогою деяких

однозначних функцiй, що вiдображають елементи множини в саму вiдправну МНО­

жину, то мае мiсце абстрактно-алгебричний ртвень опису систем. У таких випад­

ках вважають, що мiж елементами множин встановлено нульарнi, унарн], бiнарнi,

тернарш та ппш вiдношення.

Якщо ж на множинах, якi розглядаються, визначено деякi багатозначнi функ­

цil, то мають мiсце тополоачю абстракты моделi, записан! мовою загальпог то­

полоти або й гiлок, якi називаються гомолопчною тополопею, алгебричною топо­

лопею тощо. Бибiр потрiбного рiвня абстрактного опису пiд час вивчення Tiel або
тншо! реально! системи е завжди найвiдповiдальнiшим i найважчим кроком у тео­

ретико-системних побудовах. Цей процес майже не шддаеться формалiзацi1 i ба­

гато в чому залежить вiд досвiду та знань дослгдника, йога фаховоi належностi,

цiлей дослiдження тощо.

Можна показати, як вщ систем iз тополопчним ртвнем опису перейти до узагаль­

нених динамiчних. Щоб дати строге математичне визначення поняттю динамзчна

система.Е надiляють властивiстю мати «ВХОДИ1> й «виходи», тобто визначають як
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структурований об'ЕКТ, куди в певнi моменти часу можна вводити речовину,

енергiю та iнформацiю, а в iншi моменти - виводити lх. Динамiчнi системи мож­

на зобразити i як системи, де процеси вiдбуваються неперервно, i як еиетеми,

в яких yci процеси протiкають лише в дискретнi моменти часу.

Iншi абстрактнi ргвн: опису систем пов'язанi з розвитком iнформацiйних i про­
грамних систем, а також систем штучного iнтелекту.

Елементи системи i зв'язки мiж ними в рiзних випадках можуть мати рiзну

природу (фiзичну, iнформацiйну, технологiчну, бiологiчну, соцiальну), тому ана­

лiзом систем займаютъся представники рiзних галузей науки i техшки. Науковий

напрям пiд назвою загальна теортя систем, який з'явився наприкiнцi 50-х - на

початку 60-х рокгв ХХ стортччя, пов'язаний iз розробленням сукупностi фшософ­

ських, методологiчних, наукових i прикладних методiв аналiзу та синтезу систем

довтльног природи. ця теорiя Е загальною, оскiльки мае дедуктивний характер,

об'ЕДНУЕ iншi теорй, а саме: теорц керування, самооргангзацп, навчання тоща,

i розроблена для вивчення поведiнки абстрактних систем. Основне П призначен­

ня - пояснити, яким чином з окремих елементiв утворюеться складна еднтстъ цiло­

го, нова сугнгстъ. Загальна теорiя систем тзсно пов'язана з формальною i Е певною
мiрою математичною. Основна процедура георп систем i системного аналiзу ­
nобудова модел! системи, яка вiдображала б yci фактори, взаемозв'яэки i реальнт
сигуацй. Займаються цим спецiалiсти iз системного аналiзу - системотехнiки

або системнi аналiтики.

1.2. Поняття моделi

Науковоюосновоюмоделюванняяк методу пiзнання i дослiдження ртзних об'екпв

i процесгв Е теорiя nодiб1l0стi, в якгй головним Е поняття аналоги, тобто схожосп

об'екпв за деякими ознаками. Подiбнi об'ЕКТИ називаються аналогами. Аналопя

мiж об'скгами може встановлюватись за якiсними i (або) кiлькiсними ознаками.

Основним видом кiлькiсноi аналоги Е математичка nодiбlliстъ, коли об'екти

описуються за допомогою рiвнянь i функшй. Функцii: та незалежнi змiннi назива­

ються схожими, якщо вони спiвпадають з точнiстю до деякоi константи. Окреми­

ми видами математичнш подiбностi Е геометрична подьбнхсть, яка всгановлюс

подiбнiсть геометричних образiв, i часова, що визначае подiбнiсть функцц часу,

для яко] константа часу (масштаб) показуе, в яких вiдношеннях знаходяться па­

раметри функцiй, так] як перiод, часова затримка тощо.

Iншим видом кiлькiсноi аналоги, який слiд вiдзначити, Е фьзична nодiбlliсmъ.

Критерй фiзичноi подiбностi можна отримати, не маючи математичного опису

об'скпв, наприклад на основ! значень фiзичних параметрiв, як! характеризують

дослiджуваний процес у натур! й на моделi. За типом процесу розрiзняють види

подiбностi, для яких розроблено вiдповiднi кригерп - гiдравлiчнi, електричнi, ас­

родинамiчнi та тн,

Вивчення переходу вiд властивостей реальних об'скттв до властивесгей е1':С­

теми Е найважливiшим завданням георй систем. У загальнiй теорц систем визна­

ЕТЬСЯ об'екгившстъ ix iснування. Згiдно з шею теортсю, якщо реально iенують
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B3a€Mo:m'513KJI MilK 06'€KTaMJI, TO iCHYIOTb i CJICTeMJI, 5lKi 1M BLurrOBLuaIOTb. l.I,.H. Teopi5l 

rpYHTYE:TbC5I Ha nocryJIaTi cj:>YHKUjOHaJIbHO-CTPYKTYPHOrO i30MOpcj:>i3MY 06'€KTiB i 5lBJIm 

npJIPoJUI. 

5IKII~O CTpyKrypa oJmi€l CJICTeMJI i 30BHillIHi cj:>YHKUii Ii eJIeMeHTiB i30MOpcj:>Hi CTPYK­

Typi iRIII01 OICTeMJI i 30BHiuIHiM cj:>YHKUi51M 11 eJIeMeHTiB, TO 30BHiIllHi BJIaCTMBOCTi 

TU1X CHCTeM He p03pi3H51JOTbC5l B 06JIaCTi IX i30MOpcpi3MY. Y Teopi1 CMCTeM ue:i1: noCTY­

JlaT MaE He MeHllIe 3naQeHH51, Hi)f( 3aKOHJI 36epe)f(eHH5l MaTepi1 Y cj:>i3JIUi a60 aKcioMH 

B MaTeMannd. Pa30M :3 iHIIIHMM rrOCTYJIaTaMH BiH € rri,ll;tpYHT5lM ,ll;JI51 JIOrilJHOrO, .llOKa-

30Boro p03ropTaHH51 Teopii: i ,ll;a€ MO)f(JIHBiCTb rr05lCHHTl1 €,IJ;HiCTb 3aKOHOMipHocTe:i1: 

npMpO,ll;JI J~JI51 06'CKTiB, 5lKi 3,ll;aIOTbC5l HeCXO)f(JIMJI i He3aJIe)f(HJIMJI O,lJ;JIH Bi,ll; o,lJ;Horo. 

I30MOpQJi3M pGUIUTHX CJICTeM € OCHOBOIO i JIOrilJHJIM HacJIi,lJ;KOM BJIme3a3HalJeHOrO 

nOCTy II;ny" 

Y Teapil CI1CTCM iCHY€ me O,ll;JIH Ba)f(JIHBJI:i1: ,ll;JI5l MO,ll;eJIIOBaHH5l rrocTYJIaT, 5lKJI:i1: BJI-

3IW1 IaE:, HIO ODI1COI\1 CTPYKTyPJI i cj:>YHKUi:i1: ,ll;e5lKOl CJICTeMJI MO)f(e 6YTJI iHIlla iJOMOPcj:>­

Ha CTOCOUHO Hei' CHCTCMa. II5I iJOMOpcj:>HicTb (rro,lJ;i6HicTb) ,ll;BOX CJICTeM CTOCY€TbC51 

npYKTyp CJICrCM i CPYHKUii:'I IX eJIeMeHTiB. O,ll;Ha 3 TaKJIX CJICTeM € MoJeJlJllO iRIIIOI 

(opuziJ-laJly) i HanrraKH. TaKHx i30MOpcj:>HJIX CHCTeM MO)f(e 6YTlf 6e3JIiQ. BJIHJIKa€ rrpo-

6JIf.:'Ma HH60py a60 no6Yl(OBlf CJICTeMJI, 5lKa MO)f(e 6YTJI MO,lJ;eJIJIIO ,lJ;OCJIin)f(YBaH01 CJICTeMJI. 

Teopi}l rro;:ri6HoCTi ,ll;a€ 3Mory BCTaHOBJITJI BLuHOIlleHH5l eKBiBaJIeHTHOCTi (Bi,lJ;rro­

Bill.HOCTi, c:xo)l«)cTi) Mi)l( ,ll;BOMa p03rJI5l,lJ;YBaHJIMJI CJICTeMaMJI 3a ,lJ;e5lKJIMJI 03HaKaMII. 

DylXb-i1K33 UHX CHCTeM MO)f(e iCHYBaTJI peaJIbHO a60 6YTJI a6crpaKTHOIO. 5IKmo CJICTeMa 

iCHyE peam.HO, TO ii MO)f(Ha BMBQaTM, 1l:0CJIi1l:)f(YlOlJJI, 5lKMM lJJIHOM rrOB'5l3aHi Bxi,lJ;Hi 

BfTJJHIHf 3 13Hxo.u:aMII CJICTeMIL Ha OCHOBi pe3Y JIbTaTiB 1l:0CJIi,lJ;)f(eHb 6Y,ll;Y€TbC51 ,ll;e5lKa 

a6cmpmmma CllcmeAta, ,ll;C Bi,ll;HOlIIeHH5l eKBiBaJIeHTHOCTi BJI3HalJalOTb TiJIbKJI Ti iCTOTHi 

BJlaCnmucri Ta acneKTH 1I0Be1l:iHKJI, 5lKi Y BJIxi,lJ;Hi:i1: Ta a6CTpaKTHi:i1: CMCTeMax MalOTb 

6YTII OlUILlKOBHMJI. M. MCCapOBJIlJ Bi1l:3HalJa€, mo, 6a3YlOlJJICb Ha crrOCTepe)KeHH5lX i 

;'10CJliLOKeHH5IX OAHiti OICTeMJI, MO)f(Ha p06lfTII BlfCHOBKlf npo BJIaCnmOCTi Ta rrOBe,lJ;rnKY 

iJIIrroi". 31.(e6vlbIIJOrO Ha rrpaKTJIui a6CTpaKTHa CJICTeMa npocmiwa 3a BJIxi,lJ;HY, 5lKmO He 

BpaXOBYH3Tl1 THX aCIIeKTiB, lUO BJI3HaQalOTb Bi,lJ;HOIIIeHH51 eKBiBaJIeHTHOCTi. 

TaKl'nr <JHIf')M, MQ):KHa rrepeHTJI AO BJI3HalJeHH51 TepMiHa «MO,lJ;eJIb». Y cj:>iJJOCOcj:>CbKi:i1: 

JliTcpaTypi TcpMinOM <iMO,ll;eJIb» rr03HaQalOTb «,IJ;e5lKY peaJIbHO iCHYlOlJY CJICTeMY a60 

TY, II~O npeAC1aBJI5l€TbC5l B 1l:YMKax, 5lKa, 3aMimalOlJJI i Bj.zx06pa)f(alOlJJI B rri3HaBaJIbHHX 

rrpCHxecax lUIIIY CMCTeMy-opliriHaJI, 3HaXO,lJ;IITbC5l 3 HelO Y BLuHOIIIeHHi cxo)KOCTi (rro­

lli6HOCTi), JanJ1;JIKH lIO'\1y BJIBlJeHH51 MO,ll;eJIi ,ll;a€ 3MOry OTpJIMaTII HOBY iHcpopMauilO 

npo oplIriHJ.Jl>). [38 J. Y UbOMY BlI3HalJeHHi 3aKJIa)],eHO reHeTJIlJHJI:i1: 3B'}i30K MO,lJ;eJIIOBaR­

WI 3 Teopino [lOl~i6HOCTi, npJIHUlIrrOM aHaJIoril. TaKIIM lJIIHOM, MoJeJlJl1O MO)f(Ha Ha3JI­

BaTII cHcreMY ,HKy HHKopncToBYIOTb 1l:JI5l ,ll;oCJIi,ll;)KeHH5l. 

TepMin "«M01l:eJIb>j nOX01l:HTb Bill: JIaTHHCbKoro CJIOBa «rnodulus~, T06TO 3Pa30K, rrpJI­

cTpii1, eTaJ1OH. Y llIHPOKOMY 3HalJeHHi - ue 6Y,ll;b-5lKII:i1: aHaJIOr (Y5lBHH:i1:, YMOBHlIii 

306pa:>KeHH51, OIIBC, CXCMa, KpCC.neHH5l TOmO) rreBHoro 06'€KTa, rrpoUecy, 5lBMma «<oPJI­

l'iHalJy~ l1arWI MOil,eJIi), mo BHKOPHCTOBY€TbC5l 5lK :i1:oro «3aMiHHHK». Ue:i1: TepMiH MO)f(­

Ii;) 3aCTocunYH3TH TaKO)f( AJI51 n03HalJeHH51 CIICTeMJI rrocTYJIaTiB, 1l:aHIIX i ,lJ;OBe,ll;eHb, 

<I>OPM,WbHOfO OnIICY ,ll;e51Koro 5lBHlna a60 CTaHY pelJeiI. CJIOBHIIK Be6cTepa BlI3HalJa€ 

l\fOne;.lb 5IF <~cnp01lleHI1j;"I OllJ1C CKJIa)lHOrO 51BHIUa a60 npouecy». 
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у сучаснiй теорй керування використовуються моделi двох основних типiв.

Для технологiчних об'екпв цей подiл втдпошдае -«феноменологiчним» i «дедук­
тивнимь моделям [52]. Пiд феноменологiчними моделями розумiють переважно

емпiрично поновленi залежиосп вихiдних даних вiд вхтдних, як правило, з неве­

ликою кiлькiстю входiв i виходiв. Дедуктивне моделювання передбачае з'ясуван­

ня та опис основних фiзичних закономiрностей функцiонування встх компонен­

пв дослiджуваного процесу i механiзмiв lX взаемодй. За допомогою дедуктивцих

моделей описуеться процес у цiлому, а не окрем! його режими.

Перший тип моделей - модези даних, якi не потребують, не використовують

i не вiдображають будь-яких riпотез про фiзичнi процеси або системи, з яких цi да­

Hi отримано. До моделей даних належать yci моделi математично! статистики.

Остаяшм часом ця сфера моделювання пов'язуегься з експерементально-статис­

тичними методами i системами, що тстотно розширю€ методологiчну базу для

прийняття рiшень пiд час розв'язання завдань аналiзу даних i керування.
Другий тип моделей - системнл модет, якi будуються в основному на базi фг­

зичних законiв i гiпотез про те, як система структурована i, можливо, як вона

функцюнуе. Використання системних моделей передбачае можливiсть працювати

в технолоriях вiртуального моделювання - на рiзноманiтних тренажерах i в систе­

мах реального часу (операторськi, iнженернi, бiомедичнi iнтерфейси, рiзноманiт­

ш системи шагносгики i тестування тощо). Саме системнi моделi будуть ядром

моделювання на сучасному етапi.

Таким чином, модель € абстракшею системи i вщображае деякi 11 властивостi.

Цiлi моделювання формулюе дослiдник. Значення шлей моделювання неможли­

во переоцiнити. Тiльки завдяки 1М можна визначити сукупнiсть властивостей мо­

дельовано] системи, якi повинна мати модель, тобто вiд мети моделювання зале­

жить потрiбний ступiнь деталiзацi'i моделi.

1.3. Спiввiдношеннямiж. моделлю та системою

З огляду на вищеописанемодель - це абстракцiя; вона втдображае лише части­

ну властивостей системи, i мета моделювання - визначення рiвня абстрактного

опису системи, тобто рiвня детальностi 11 подання.

Модель i система знаходяться в деяких вiдношеннях, вщ яких залежить сту­

пiнь вiдповiдностi мiж ними. На мтру вiдповiдностi мiж системою та моделлю

вказують поняття iзоморфiз.му та гомоморфззми. Система та модель € iзоморфни­

ми, якщо тснуе взаемоодноэначна вiдповiднicть мiж ними, завдяки якiй можна

перетворити одне подання на iнше. Строго доведений iзоморфiзм для систем рiз­

но! природи дае можливiсть переносити знання з однге] галузi в iншу. За допомо­

тою теорй iзоморфiзму можна не тiльки створювати моделi систем i процесiв, але

й органiзовувати процес моделювання.

Однак iснують i менш пснт зв'яэки мiж системою та моделлю. Це так зван! го­

моморфнi зв'язки, якi визначають однозначну вiдповiднiсть лише в один бiк ~

вiд моделi до системи. Система та модель € iзоморфними тiльки В разi спрошення

системи, тобто скорочення множини il властивостей (атрибутiв) i характеристик
поведшки, якi впливають на npocтip станзв системи. Зазвичай модель простiша
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за систему. На рис. 1.1 схематично зображено рiзницю гзоморфног та гомоморф­

но! залежностей мiж системою та моделлю для простору сташв системи Zs i моде­
лi Zm' Множину стангв моделi Zm визначають з огляду на мету моделювання та об­

раний ртвень абстрактного опису.

Властиысгь гомоморфностi

Властишсть i::ЮМОРфI10стi

Zm} - стан моделi

Проспр стангв моделi Zm
Zsi - стан системи

Простiр станлв системи Z,

Рис. 1.1. Схематичнезображення Вiдношень мiж системоюта моделлю

Отже, аналоия, абстракцiята спрошення - це основн! поняття, якi викори­

стовуються пiд час моделювання систем. Розглянемо вiдношення мiж системою

та моделлю, враховуючи, що цi вiдношення вiдповiдають цiлям моделювання та

обмеженням дослтджуванш системи. Пiд час використання поняття множини

можливих стангв системи Zs i моделi Zm розртзняють такт типи втдношень.

1. Детермiнованi вщношення, коли стан системи однозначно визначае стан моделi:

P[Zs =ZsilZm =Zmj]=P[Zтn =ZmjlZs =Zsi]=OV 1,

де Р - .ймовiрнiсть; Zsi, Zmj - конкретн! стани вiдповiдно системи та моделi для

скшченно] множини значень i, j.
У цьому разi розглядаетъся детермгнована дискретна модель зi скiнченною

множиною можливих стангв, Прикладом реалiзацil гаког моделi може бути

скгнченний автомат або мережа Петрi.

2. Тмовтршсш вiдношення зi скшченною множиною стантв. У цьому випадку

стан системи однозначно визначае стан моделi, але стан моделi визначае стан

системи лише з деякою ймовгршстю. Зазначенi вiдношення для конкретних

стангв Zsi, Zmj можна подати в такому виглядi:

Р [Zs = Zsil г; = Zmj] = 1V О,

P[Zm = ZmjlZs :::: Zsi] ~ 1,

тобто розглядаегься дискретна стохастична модель зi скiнченною множиною

можливих стангв. Прикладом реашэацп подтбног моделi може бути ймовiр­

нтсний автомат.

З. Тмовгршсш вiдношення з несктнченною мпожиною стангв, коли стани системи

та моделi визначають стани одне одного лите з деякою ймовiрнiстю:

P[Zs = ZsilZm = Zmj] < 1;

P[Zm =ZmjlZs =Zsi] ~ 1.

Це так званi стохастичнi моделi, до яких, наприклад, належать марювськт мо­

делi та моделi систем масового обслуговування.
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1.4. Класифiкацiя моделей

Для того щоб визначити види моделей, перш за все потрiбно окреслити ознаки

класифiкацi1. У сучаснiй лiтературi описано сотн! визначень поняття -емоделы

та ix класифткашй. Одну з перших, досить повних, класифiкацiй моделей було

запропоновано Дж. Форрестером [65] у 1961 роцi. Iншi класифткацп наведено

у працях [43, 54, 55], але в жоднiй з них немае вiдомостей про ознаки, за якими ix
складено.

Якщо враховувати, що моделювання - це метод шзнання дiйсностi, то основ­

ною ознакою класифткацц можна назвати сnосiб подання моделi. За шею ознакою

розрiзняють абстракты та реалыи моделi (рис. 1.2). Пiд час моделювання мож­

ливi рiзнi абстрактзи констрикии, проте основною € вцппиальна (уявна) модель,

яка вщображае iдеальне уявлення людини про навколишнтй свгг, що фгксуеться

В свiдомостi через думки та образи. Вана може подаватись у виглядi наочнт моде­

лi за допомогою графiчних образiв i зображень.

Символiчнi, ,- .~

';;:: :I:
або лiнгвiетичнi ';s: о
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Рис. 1.2. Основн типи моделей

Наочнi моделi залежновщ способу реалiзацiiможнаподiлитина дво- або три­

мгрнт графiчнi, анiмацiйнi та простороы. Графiчнi та анiмацiйнi моделi широко

використовуютьсядля вiдображенняпроцесiв, якi вщбуваютьсяв модельованiй

системi. Графiчнi моделi застосовуютьсяв системах автоматизованогопроекту­

вання (computer-aided design, CAD). Для вiдтвореннятримiрних моделей за до­

помогаю комп'ютера тснуе багато графiчних пакетiв, найбiльш поширенi з яких

Corel DRAW, 3D Studio Мах i Мауа. Графiчнi моделi € базою встх комп'ютерних

irop, а також застосовуються пiд час iмiтацiйного моделюваннядля анiмацii.

Щоб побудувати модель у формальнами виглядь, створюють симвотчни, або

зингвьстични, модель, яка вiдповiдала б найвищому рiвню абстрактного апису, як

це було зазначено вище. На базi не! отримують iншi ртвш апису.

Основним видом абстрактно! моделi € математична модель. Математичною

називаеться абстрактна модель, яка вщображае систему у виглядi математичних
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вiдношень. Як правило, йдеться про систему математичних сгпввгдношень, що

описують процес або явище, яке вивчаеться: у загальному розумiннi така модель

€ множиною символгчних об'екттв i вiдношень мiж ними. Як вшзначае Г. 1. Руза­
вгн у прац! [51], «до сих пор в конкретных приложениях математики чаще всего

имеют дело с анализом величин и взаимосвязей между ними. Эти взаимосвязи

ОПИСываются с помощью уравнений и систем уравнений»', через що математична

модель звичайно розглядаеться як система рiвнянь, в якiй конкретнт величини

зaмiнюються математичними поняттями, постiйними i змiнними величинами, функ­

цiями. Як правило, для цього застосовуються диференцiальнi, iнтегральнi та ал­

гебричнi рiвняння. Розвиток нових роздiлiв математики, пов'язаних з аналiзом

нечислових структур, досвiд lх використання пiд час проведення дослiджень свщ­

чать, що потрiбно розширювати уявлення про мову математичних моделей. Тош

математична модель визначатиметься як будь-яка математична структура, де об'ск­

ти, а також ыдношення мiж ними можна буде iнтерпретувати по-разному, на­

приклад як функцп або функцiонали.

На вщмзну вiд абстрактних, реалыи моделi iснують у природi, й з ними можна

експериментувати. Реальнi моделi - це такт, в яких хоча б один компонент € фт­

.зичною кощею реального об'екта. Залежно ыд того, в якому спiввiдношеннi зна­

ходяться властиносп системи та моделi, реальнi моделi можна подiлити на натур-. .
нl та макетнт,

Натирн: (фiзичнi) моделi - це iснуючi системи або lХ частини, на яких прова­

дяться дослiдження. Натурш моделi повнiстю адекватнт реальнiй системi, що дае

змогу отримувати високу точнiсть i достовiрнiсть результатiв моделювання. Сут­

тсы недолiки натурних моделей - це неможливicть моделювання критичних i ава­
рiйних режимiв lX роботи та висока варпсть.

Макепии моделi - це реально icнуючi моделi, якi вiдтворюють модельовану

систему в певному масштабi. Iнодi такт моделi називаються масштабними. Пара­

метри моделi та системи вiдрiзняються мiж собою. Числове значення цi€l рiзницi

називаетъся масштабом моделювання, або коефцпентом подiбностi. цi моделi роз­

глядаються в рамках теорц подiбностi, яка в окремих випадках передбачае гео­

метричну подiбнiсть орипиалу й моделi для вiдповiдних масштабiв параметрiв.

Найпростiшi макегнт моделi - це пропоршйно зменшенi копй icнуючих систем ...
якi вiдтворюють основш властивосп системи або об'скта залежно вщ мети моде­

лювання. Макетнг моделi широко використовуються пiд час вивчення фтзичних

та аеродинамтчних процесiв, гiдротехнiчних споруд i багатьох iнших технiчних

систем.

За можливiстю змiнювати в часi своз властивостi моделi подiляються на ста­

тичнс та динамлчнз. Статичнi моделi, на вщмтну втд динамiчних, не змiнюють свои

властивостей у часi. Динамiчнi моделi також називаються тмггашйними.

Залежно вщ того, яким чином вiдтворюються В часi стани моделi, розрiзняють

дискретю, неперервн: й дискретно-неперервы (комбiнованi) моделi. За вщношен­

нями мiж станами системи й моделi розрiзняють детермьновань й стохастичнь

моделi. Останш, на вiдмiну вiд детермiнованих моделей, враховують гмоырнюш

явища й процеси.
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1.5. ВИМОГИ до моделей

у загальномувипадкупiд час побудовимоделi потрiбновраховуватитакт вимоги:

... неэалежюстъ резулътатiв розв'язання задач вiд конкрегнот фгзично] гнтер­

претацii елементiв моделi;

... эмлстовшсть, тобто здатнiсть моделi вiдображати тстотнт риси i властивостi

реального процесу, який вивчаеться i моделювтъся:

.. дедиктиешсть,тобто можливicть конструктивноговикористаннямодел] для

отримання результату;

.. illдyKтUBllicтb - вивчення причин i наслiдкiв, вiд окремого до загальнога,

з метою накопичення необхiдних знань.

Оскiльки модель сгворюсгься для вирiшення конкретних завдань, розробник

моделi мае бути впевненим, що не отримае абсурдних результатiв, а вст одержан!

результати вiдображатимуть необхiднi для дослiдника характеристики та власти­

восп модельованоi системи. Модель повинна дати можливiсть знайти вiдповiдi

на певнi запитання, наприклад: «шо буде, якщо 0.0», оскiльки вони е найбiльш до­

цiльними пiд час тлибокого вивчення проблеми. Не варто забувати, що системнi

аналггики використовують модель для прийняття рiшень i пошуку найкращих

способiв створення модельованот системи або гi модернгзацп. Завжди потрiбно

пам'ятати, що користувачем iнформацii, отриманог за допомогою моделi, е замов­

ник. Недоцiльно розробляти модель, якщо й не можна буде використовувати.

Бiльш того, робота з моделлю мае бути автоматизованою для замовника до такого

ступеня, щоб вгн мтг працювати з нею в межах свое] предметног областi. Таким

чином, мiж моделлю i користувачем повинен бути розвинутий гнтерфейс, який

звичайно створюеться за допомогою системи меню, налагодженш на застосуван­

ня моделi в певнiй галузi.

Ступiнь деталiзацii моделi потрiбно вибирати з огляду на цiлi моделювання,

межливосп отримання необхiдних вхiдних даних для моделi та з урахуванням

наявних ресурсш для гi створення. Вшсутнгстъ квалiфiкованих фахiвцiв може

звести роботи зi створення моделi нашвець. 3 шшого боку, чим детальнiше розроб­

лено модель, тим вона стiйкiша до вхтдних впливiв, якi не були передбаченi пiд

час проектування, i на бiльшу кiлькicть запитань може дати правильнi вiдповiдi.

1.6. Основн] види моделювання

Единакласифiкацiявидiв моделюваннянеможливачерез багатозначнiстьпонят­

тя моделi в науцi, технiцi, суспiльствi. Широко вiдомими видами моделювання

€ комп'ютерне, математичне, iмiтацiйне та статистичне, На жаль, рiзнi джерела

по-разному трактують цi поняття.

Комп'ютерне моделювання визначимо як peaлiзацiю моделi за допомогою комп'ю­

тера. Особливiстю комп'ютерного моделювання е йога ттерактивюсть, що дае

змогу користувачу втручатися в процес моделювання та впливати на результати

завдяки узгодженостi дiй користувача i моделi, яка втдтворюе об'екти реального



26 Роздiл 1. Загальнi положения та визначення

середовища а60 riпотетичнi подй та процеси. Пiд час комп'ютерного моделювання

може бути задгяно реальнi об'екги (наприклад, кабiна шлота), вipтуальнi об'екти,

згенерованi комп'ютером, якi вiдтворюють реальнi об'скти (наприклад, потоко­

во-конвеерна лiнiя для з6ирання автомобiлiв). Гнгеракгивне комп'ютерне моде­

лювання широко застосовуетъся в навчальних системах, наприклад для побудови

тренажертв i в ситуашйних irpax.
Що стосуетъся математичних моделей, або математичного моделювання, то слiд

втдэначити, що пiд час lX використання багато чого залежить вiд способу подання

як моделi, так i результатiв моделювання. Розглянемо простий приклад. Нехай на

деякому шдприемствт для водопостачання використовуегься резервуар, об'ем яко­

го становить W тисяч лiтрiв. Ртвень споживання - Va тисяч лiтрiв, а швидкiсть

наповнення резервуара - Vз тисяч лiтргв за добу. Необхiдно знайти час Т, за який

6уде заповнено резервуар. Схему цiEl системи зображено на рис. 1.3, де резервуар

позначено npямокутником, а вxiдний i виxiдний потоки - стрiлкaми з -евентиляииь,

якi регулюють цi потоки. Хмарки позначають необмежент потоки. Такт iдеограми

широко використовуються пiд час побудови моделей неперервних процесгв,

б
Постачання

б
Споживання

Рис. 1.3. Схема системи водопостачаиня

Знайдемо час заповнення резервуара:

(1.1)

Ця математична модель процесу наповнення резервуара е надто iдеалiзова­

ною, тому що вс! li параметривважаютьсянезмiннимив часi, зовнiшнiвпливи на

систему не враховуються-, Завдяки такiй iдеалiзацii маемо дуже просту модель,

яка дае змогу розв'язати задачу аналiтично. Однак за допомогою тако] моделi

можна отримати вiдповiдь пльки на одне конкретне запитання - за який час бу­

де заповнено резервуар.

Якщо задачу на6лизити до практики, то, 6удуючи модель, необхiдно враховува­

ти, що потре6и шдприемства у водопостачаннт поспйно змiнюються, бiльш того,

можливi перебот в робоп насоств пiд час подавання води. Розв'язок задачi в частко­

во замкнутому виглядi можна записати як

(1.2)

За рахунок неявного запису отримано 6iльш придатнудля дослiдженнята ана­

лiзу реальнихпроцесiв математичнумодель. Час заповненнярезервуараоб'емом W
залежить вiд параметрiв моделi Vз, Vп . Використання цi€1 моделi дае можливiсть
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вивчити вiдношеннямiж величинами VП i Vз, якщо задавати рiзнi початков! зна­

чення для них, i побудувати граф!к наповнення резервуара (рис. 1.4).

W, тис. лiтрiв

w --------------~-

I
I

о
т t, дiб

Рис. 1.4. Графiк наповнвння резервуара

Реалiзуватицю модель можна за допомогою i чисельних методiв. Змiнюючи

у формулi (1.2) значення t вiд О з деяким кроком дt до такого, що буде виконува­

тись ргвнтстъ, отримаемо динамiчпу характеристику заповнення резервуара. Чим

менший крок 8.t, тим точнпций отримаемо результат, але тим довше буде вирпцу­

ватись задача моделювання.

Термтн «модедюванняе ыдповщае англiйському слову ~modeling», тобто побу­

довi моделi та 1i аналiзу. Англтйський термгн «simulation» шдповщае прийнятому

термгну «тмпашйие моделювання») але часто вони використовуються разом, ко­

ли йдеться про технолопчн! або системнт етапи моделювання, пов'язан! з прий­

няттям рiшень за допомогою моделей.

Тмипашйне моделювання -- це метод конструювання моделi системи та прове­

дення експерименпв. Однак пiд таке визначення пiдпадають майже вс! види мо­

делювання. Тому потрiбно видiлити суттевг особливосп iмiтацiйного моделювання.

Перш за все слiд подати в моделi структуру системи, тобто загальний опис еле­

менпв i зв'язкiв мiж ними, потiм визначити засоби вщтворення в моделi поведiн­

ки системи. Здебiльшого поведшку системи описують за допомогою сташв i мо­

менпв переходiв мiж ними. Стан системи в момент часу t визначають як безлiч

значень певних параметрiв системи у цей самий момент часу t. Будь-яку змiну

цих значень можна розглядати як перехщ до шшого стану. 1врешп-решт, iмiтaцiйна

модель мае вiдобразити властивостi середовища, в якому функшонуе дослiджува­

на система. Зовнцпне середовище задаютъ вxiдними впливами на модель.

Вся iнформацiя про тмггашйну модель загалом мае лопко-математичний харак­

тер i подаеться у виглядi сукупносп алгоритмiв, якi описують процес функцiону­

вання системи. Отже, здебiльшого iMiтацiйною моделлю е il програмнареалiзацiя
на комп'ютерт,а iмiтацiйнемоделюваннязводитьсядо проведенняекспериментiв

з моделлю шляхом багаторазового прогону програми з деякою множиною да­

них - середовищем системи. Пiд час iмiтацiйного моделювання може бути за­

дiяно не тiльки програмнi засоби, але й технiчнi засоби, люди та реальнi системи.

3 математичноi точки зору iмiтацiйну модель можна розглядати як сукупнiсть

рiвнянь, якi розв'язуютъ з використанням чисельних методiв у разi кожнот змiни

модельного часу. Окрем! рiвняння можуть бути простими, але lXкiлькiсть i часто­
та розв'язання - дуже великими. Розв'язання таких рiвнянь пiд час iмiтацiйного
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моделювання означае встановлення хронолоичнос постдовноспи подзй, якi виника­

ють у системi i вiдображають послiдовнiсть ii стантв. Отже, iмiтацiйна модель

функцюнуетак само, як система.

Якщо повернутисьдо процесу наповненнярезервуара (рис. 1.5), то за допо­

могою iмiтацiйноi моделi весь процес можна вiдтворити з використанням ргвнян­

ня (1.2). Позначимо через Wiпоточний стан резервуара, який вщтворюеться в пев­

н! моменти модельного часу, що змгнюегься З постiйним кроком дot

(1.3)

де ti = t i- 1 +Ы (i = 1, 2, ...), to = О. Така модель е детермгнованою. Процес моде­

лювання эакшчуетъся, якщо на деякому кроцi виконуеться умова W ~ Щ, тобто

розв'язок отримуемо за один пропн тмггашйнш моделi. Точнiсть результату буде

залежати вш значення At.

Wj, тис. лiтрiв

W 1---------------------------::.;...,

о
Час моделювання

т ~', дiб

Рис. 1.5. Динамiчнахарактеристиканаповнення резервуара

3" наявностi в моделi випадкових факторiв виникае необxiднiсть статистич­

ного оцiнювання результатiв моделювання, що виконуеться за допомогою методу

статистинного модеяювання (методу Монте-Карло). Статистичне моделювання

е самостiйним видом моделювання, яке включаеться в iмiтацiйне моделювання

тiльки за необхiдностi моделювання ймовiрнiсних систем i процесiв.
Побудуемо бiльш реальну модель системи, яка розглядалась вище, Припусти­

мо, що ргвень споживання води на шдприемствг мае iмовiрнiсний характер i змi­

нюеться згiдно з рiвномiрним розподiлом [мошрносп в межах Vп ± АVu. Тодi зна­

чення Vп у деякий момент часу ti будемо визначати як

2АVп 1i + VП - АVп ,

де rj - випадкове число, ргвномтрно розподiлене в iнтервaлi [0,1]. Результати робо­

ти [мггашйно] моделi наведено на рис. 1.6.У цьому випадку пiсля кожного прогону

моделi отримаемо випадковi значення 1j, де} - кiлькiсть прогонiв,} = 1, 2, 3, "0 •

Для кожного прогону потрiбно задавати свою послiдовнiсть випадкових ЧИСел rj.
Як видно на рис. 1.6, огримант значення 1jбудуть вiдрiзнятись ыд середнього зна­

чення Т, знайденого за допомогою детермшованоз моделi. Таким чином, щоб оцi­

нити час Т наповнення резервуара, потргбно задати точнiсть оцiнювання Е; = АТ

i ртвень довiри а. Звичайно а = 0,95, тобто е гаранпя, що в 95 випадках iз 100 се­

редне значення часу Т буде знаходитись у межах Т ± !1т.
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W;, ТИС. лiтрiв

т1:·1
)1

1
1

---д\.--.1Т 11' т +дт

Рис. 1.6. Графiк реалiзацiiсгохастично]моделi

w ---------------------------
VЗ - (Vп ± .1vп) ti

(Vз- Vп) ~

Iз вищенаведеного прикладу видно, що стохастичне моделювання використо­

вуегься пiд час iмiтацiйного моделювання пльки за необхiдностi врахування ви­

падкових факторiв.

1.7. Декомпозицiясистем i просир стантв

Як правило, пiд час побудови моделi Система спрощуетъся, тобто провадиться 11
декомпозишя, або розкладення на пiдсистеми. ЯКЩО систему задати множиною

вiдношень n-го порядку R [Хl' Xz, ..., Хn] , то загальний метод декомпозицii можна

описати за допомогою операцй добутку вiдношень. Вiдношення R е добутком вiд­

ношень R1 i R2, якщо виконуеться умова

де Х, У, Z - деякi множини. Завдання дослiдника полягае у визначеннi вiдношень

н; та н;

Якщо цi вiдношення знайденi, то систему можна подати як сукупнiсть двох

пiдсистем:

R1[X l , Х2' ... , Xj, Z] i R2[Z, Xj+1, Xj+2, ... , Хn] ,

де Xj Е Х, j = 1, 2, ... , п.
у лiтературi [42] зазначено, що вiдношення n-го порядку можна розкласти на

n - 2 тримiсних вiдношення. З огляду на дослiдження систем найважливпцим

е наслiдок цi€l теореми, пов'язаний з уведенням поняття стану системи. Розгля­

немо систему, яка задаетъся вiдношенням

УRX (t). (1.4)

Другий елемент вiдношення, X(t), е функшею часу, тобто деякою множиною.

Припустимо,що множинаX(t) скiнченна i мiстить п елементiв.
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Згiдно з наслiдком теореми вiдношення (1.4) мае порядокп + 1 i не може бути

розкладене на вiдношення нижче третього порядку. Нехай елементи X(t) упоряд-
. .

ковант в част:

Тодi вiдношення (1.4) мае вигляд

Розглянемопiдмножинувсгх елементiвx(t) з iндексом, бiльшим за}:

Xj(t) = [x(tj + J), ..., x(tn) ]·

Вiдношення (1.4) буде еквгвалентне вiдношенню

уR [xj(t), Xjr(t)],

де Х jr(t) складаетьсяз членiв x(t), якi залишились:

xjr(t) = [х(tl)' ..., x(tj)]'

ЯКЩО подати вiдношення R у виглядi добутку вiдношень R1 i R2, то система

складатиметься з двох пiдсистем:

(1.5)

Терм У залежить тiльки вiд промiжного терму zj i не залежить вiд елементiв

x(tj) , в яких iндекс менший за}. Можна стверджувати, що елемент zj описуе стан

системи. Якщо систему подiлено на двi вiдповiдно до виразу (1.5), то терм Узале­

жить тiльки вщ стану системи в момент т = tj та всгх майбутнiх елементiв х i не за­

лежить вщ ycix попереднiх елемеи:тiв. Стан системи в момент часу 't називаеться
початковим i позначаеться через zo('t). Наведенi мiркування правильнi й для не­

скiнченних множин.

Таким чином, пiд час моделювання системи або процесу немае необхiдностi за­

пам'ятовувати вст стани системи до моменту часу т, тобто алгоритм моделювання

«эабувае», що було ранiше. Якщо реашзувати алгоритм за допомогою комп'ютера,

то не потрiбно зберiгати вс! стани в пам'ятi. Винятком е необхiднiсть анiмацiйно­

го або графгчного вiдтворення станш системи в часi та можливiсть й «програвап­

няь упрямому й зворотному напрямках.

Якщо потрiбно зменшити порядок вiдношення системи шляхом усунення

залежностi вщ будь-яких елементiв певног шдмножини Х
Т

, то нове вiдношення

мае бути хоча б тримiсним, три терми його е входами Х, виходами У i станами Z.
Рiвняння

z(t > т) = z(z('t); x['t', t» (1.6)

будемо називати рiвнянням стаиiв системи, а функцiю z - перехiдною функшею

сташв системи. Таким чином, вхiднi впливи Х перетворюються у виходи системи

у за допомогою рiвняння стантв (1.6), i саму систему 5 можна подати у виглядi

о«чорного ящика», зо6раженого на рис. 1.7, де зовнiшнi вiдношення пов'язують
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елементи системи iз зовнiшнiм середовищем за допомогою входiв системи. Пiд

час проведення дослiджень системи можна впливати на й входи та спостерiгати

за 11 виходами. Вхщн! змiннi, якi дослiдник може змiнювати, проводячи експери­

менти, називаються змiнними, якими керують, а п, що неможливо змiнювати, ­
змiнними, за якими спостерiгають. Пiд час моделювання звичайно можна змi-. . . . .
нювати вст BXlДНl змгннг.

Входи Х,

якими керують Виходи У

Входи Х,

за якими епоетерiгають

Рис. 1.7. Кiбернетичнамодель системи

Розглядаючипростiр стангв, або фазовий простiр, i змiни сташв системи в ча­

ci, можна описати li поведiнку(функшоиування).Поняття стану вже давно е од­

ним З найважливiшиху технiцi. У теорй систем стан системи визначаетъся як

точка фазовогопростору,який мiстить всю iнформацiюпро передiсторiюсистеми,

суттеву дЛЯ визначенняii поведiнки в майбутньому.Через стани системи можна

пов'язати виходи системи з 'ii входами.
у разi введения множини Тяк певнот впорядкованот множини позитивних дiй­

сних чисел t, якi визначають плин часу, пару елементiв (t, z), де t Е Т, Z Е Z, назива­
ють станом або фазою системи 5, а множину Т х Z - простором станиз або фазо­

вим простором системи, де х - декартовий добуток. Перехiдна функшя z або li
графiк у просторiсташв визначае поведiнкусистеми або li траекторцоруху у фа­

зовому просторi на певномупромiжкучасу t Е ['t, t). Поняття простору стаиiв не

повинне викликати труднощiв. Можна уявити звичайний простiр, в якому не три,

а довiльна кiлькicть осей координат, а стан - це точка в цьому просторi, що ха­

ракгеризуе об'ект у поточний або довшьний момент часу подiбно тому, ЯК коорди­

нати звичайного простору характеризують просторове розташування. Пiд фазо­

вим простором розумгетъся простiр, в якому визначено не тiльки статичнi коор­

динати точки, координати li положення,але й мicтитьсявся iнформацiя,потрiбна

для визначення li поведiнки в майбутньому.

Важливicть поняття стану полягае в можливостi, використовуючи його як

деякийпараметр,пов'язатиз кожноювхiдноюзмiнноюединувихiдну змiнну. Як­

що змiна стаиiв системи вщбуваетьсянеперервнов часi, то динамiчнасистема нале­

жить до класу неперервнихсистем. Якщо ж функцiю (1.6) визначенона дискрет­

нiй множинiмоменпвчасу t, то розглядають клас дискретних динамiчних систем.

В окремому випадку дискретнi моменти часу можуть задаватись у момент на­

стання деяких подiй, якi призводять до змiни стангв системи.

Отже, щоб вiдтворити функшонування системи або, iншими словами, li тра­

екторгю у фазовомупростор], потрiбнозадати рiвняння стангв системи (1.6). Пiд
час моделюваннясистеми таке рiвняння називають також фуu'Кцiею aii.Цю функ­

цiю можна задати в явному виглядi, наприклад за допомогою диференцiального
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рiвняння, або у виглядi алгоритму моделювання, який визначае стан системи

в кожний момент часу t, або шляхом задання таблицi стантв, як це виконуетъся,

наприклад, для дискретних автомапв,

Таким чином, nроцес, який пiд час моделювання системи описуе 'ii функцiону­
вання, визначаетъся послiдовнiстю сгангв, зв'язок мiж якими звдаетъся функшею

дН та початковим станом системи. Отже, послiдовнicть розташованих у порядку

збiльшення часу пар (z(t), x['t,t» визначае процес i описуе поведiнку системи.

у разi побудови моделей динамiчних систем цi системи описуються у виглядi

множини деякихреалiй (рис. 1.8), якi можна описувати та моделювати за допомо­

гою властивостей, що змiнюють стани системи. Змтна сташв системи викликае

подй, яким вiдповiдають певнi имови. Виникнення певних умов приводить до дiй,

якi утворюють конкретн! процеси.

карактерис- властивосп,
тиками яких 6L- +- -,

ЯЮ змгнюютъ стани системи,

процеси

умови,

заяких '"
виникають дп,

':-::-::-::=:=:--+------,
ЩОУТВО-

рюють

шо викликае подii,

'-я-к-им-в"-iд-п-о-вi'---t----,
дають певнi

Рис. 1.8. Схема апису динамiчнихсистем

Процесможна також розглядатияк послiдовнiстьвэаемопов'язанихдiй за умо­

вами визначенняпочатку i закiнчення дii.

1.8. Формальнi методи побудови моделей

Розглядаючисфери застосуваннямоделей, можна констатувати,що за допомоroю

модeлi можнадocяrти двох основнихцiлeй [67]: оnисовoi, якщо модель призначена для

пояснення i кращого розумiння об'екта, або приписиючт, коли модель дае змогу пе­

редбачити або вiдтворити характеристики об'скта або визначити його поведiнку.

Таким чином, модель е описовою, якщо вона призначена зображувати поведiнку

(функцiонування) або властиносп [снуючш або типовоi системи (наприклад, мас­

штабна модель або письмовий опис, що дае змогу знайомити потенцiйних покуп­

цiв iз фiзичними i робочими характеристиками комп'ютера), Протилежнiсть ­
nрunuсуюча модель, яка вщображае необхiдну поведiнку або властивостi запропо­

нованот системи (наприклад, масштабна модель або письмовий опис, предстаиле­

ний постачальнику комп'ютертв, з фiзичними i робочими характеристиками по­

трiбного замовнику комп'ютера).



1.8. Формальнi методи побудови моделей 33

Приписуючамодель може бути описовою, але не навпаки. Тому [снуе рiзний

ступiнь кориеноспмоделей, якi використовуютьсяв технiчних i соцiальних нау­

ках. Це значною мiрою залежить вщ методiв, i засобiв, застосовуваних пiд час по­

6удови моделей, а також вщ кшцевот мети. У соцiальних науках моделi призначе­

но для пояснення iснуючих систем, а в технiцi вони € допомiжними засобами для

створення нових або бшьш досконалих моделей. Модель, що придатна для досяг­

нення шлей розроблення системи, мае також пояснювати 11.
Пiд час побудови моделей застосовуються фундаментальнi закони природи, ва­

рiацiйнi принципи, аналоriI, терархгчн! ланцюжки, Процес створення моделi вклю­

ча€ такт етапи.

1. Словесно-смисловий опис об'екта або явища - формулювання описовос мо­

делi, призначено] для сприяння кращому розумiнню об'скта моделювання.

2. Числове вираження модельованог реальностi для виявлення кiлькiсноi мiри

i границь вiдповiдних якостей: з шею метою провадиться математико-стати­

стична 06р06ка емпiричних даних, пропонуеться кiлькiсне формулювання якic­

но встановлених фактiв i узагальнень.

3. Перехiд до ви60РУ або формулювання моделей явищ i процесiв (варiацiйного

принципу, аналогй тощо) i його запису у формалiзованiй формi; це ргвень

структурних теоретичних схем, таких як системи масового обслуговування,

мережi Петрi, скiнченнi або ймовiрнiснi автомати, дiаграми фонд-потiк тощо.

4. Завершення формулювання моделi П о«оснащенням» - задання початкового

стану i параметрiв об'екта.

5. Вивчення моделi за допомогою доступних методiв (у тому числi iз застосуван­

ням рiзних пiдходiв i обчислювальних методiв).

у результаri дослiдження моделi досягаеться поставлена мета. У цьому разi мае

бути встановлена всгма можливими способами (шляхом порiвняння з практикою,

портвняння з iншими пiдходами) il адекватшсть- вiдповiднicть об'скта сформу­

льованим припущенням.

1.8. 1. Кiбернетичнийпiдхiд

Системуможна вивчати та аналiзувати,змiнюючивхщн! впливи i спостерiгаючи
за виходами. Це кiбернетичний пiдхiд, згiдно з яким система роэглядастъся як

-ечорний ящик». Метод «чорпого ящика» широко викорисговуеться пiд час моде­

лювання систем, коли для дослiдника важливо отримати iнформацiю про по­

ведiнку системи, а не про П 6удову. Дослiдник не може зробити однозначний ви­

сновок про структуру «чорного ящика», спостерггаючи тiльки за його входами та

виходами, бо поведiнка модельованоi системи нiчим не вщргзняетъся вiд пове­

дiнки iзоморфних iй систем.

Для побудови моделi використовуються методи теорй iдентифiкацii. У загаль­

ному випадку завдання iдентифiкацii формулюеться так: на основ! результатiв

спостереження за вхiдними та вихiдними змiнними системи потрiбно побудувати
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оптимальну в деякому розумiннi математичну модель. Основними етапами щен­

тифткацй е так]:

1. Вибiр класу i структури моделi та мови li опису.

2. Вибiр класу i типiв вхiдних впливiв Х.

3. Обгрунтування критерйв подiбностi системи та моделi.

4. Вибiр методу iдентифiкацii та розроблення вiдповiдних алгоритмiв оцiнюван­

ня параметртв системи.

5. Перевiрку адекватносп отриманоi в результап iдентифiкацii моделi.

3алежно вщ обсягу апрiорноi iнформацii' про клас i структуру системи вирiз­

няють завдання iдентифiкацii в широкому та вузькому розумiннi [43]. 3авдання

iдентифiкацii у широкому розумiннi виконуеться в умовах апрюрно] невизначе­

носп структури моделi системи (4ЧОРНИЙ ящик»). Клас i структура математичнот

моделi вибираються на основ} результатiв теоретичного анaлiзу з використанням за­

гальних закономiрностей процесiв, якi протiкають у системi, або на основ! загадь­

но! iнформацii про подiбнi системи. У цьому випадку для побудови математичног

моделi можна використовувати непараметричнi методи. Iх розроблено для тих

ситуашй, якi досить часто виникають на практицi, коли дослiдник нiчого не энае

про параметри досллджувано] системи (звiдси i назва методш - непараметричнй.

3авдання iдентифiкацii у вузькому розумiннi полягае в оцiнюваннi параметрiв

i сташв системи, якщо вщома структура моделi (4сiрий ящик» ). Завданням щенти­

фiкацii е кiлькiсне оцiнювання певних параметрiв. Для цього використовуеться па­

раметрична iдентифiкацiя математичноi моделi. Прикладами таких моделей мо­

жуть бути диференцiальнi та рiзницевi рiвняння, моделi типу 4вхiд-стан-вихiд~.

На рис. 1.9 зображено загальну схему iдентифiкацii системи. Вхiдиi впливи Х

на систему та модель однаковi, виходи системи Ys i моделi Уm у загальному випад­

ку вiдрiзняються. Для lХ порiвняння потрiбно сформувати критерiй подiбностi та

мiнiмiзувати його, тобто налагодити модель.

Виходи Уs

1 I
Система 5

г:
Входи

~
Формування Мiнiмiзацiя

~критерiю критергю
Х

подiбностi подiбностi

1Модель М
~
I

11
Виходи Уm

Налагодження моделi

Рис. 1.9. Загальна схема iдентифiкац'-"системи

Прикладамимоделей, створенихна основ! експериментальнихданих, можуть

бути моделi авторегресй рiзних порядкiв, кованого середнього та моделi типу

«вхш-ъихэд»,побудованi за допомогою методу найменшихквадраив.
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1.8.2. Системна динамiка
Для формального представлення моделей неперервних систем Дж. Форрестер

у 1960 роцi запропонував пiдхiд, названий системною диназакою. який дае змогу

будувати моделi динамiчних вааемопов'язаних систем за допомогою причинних

дiаграм циклiв i схем виду -ефонд-лтопк». Вгн же запропонував для числового мо­

делювання таких систем мову Динамо. Модель будустъся як система диферен­

цiально-рiзницевих рiвнянь, а мова Динамо дае можливiсть автоматизувати процес

lX написання. Практично вс! сучаснi засоби неперервного та неперервно-дискрет­

ного моделювання базуються на цiй мов; для побудови моделей. На вiдмiну вш

математичного розв'язання системи таких рiвнянь у замкненому виглядi вико­

ристовуеться числове розв'язання з дискретним кроком часу, що дае змогу моде­

лювати на деякому промiжку часу динамiчнi змiни фондiв, пов'язаних з точкою

часу i потокгв. Фонди та потоки пов'язанi мiж собою через змiниi.

Фонд можна трактувати як деяку кiлькiсть чого-небудь, що вимгряеться в пев­

них одиницях (наприклад, фiзичних, грошових та гн.). Фонди можуть акумулю­

вати одиницi фонду. Найкраще ix уявляти як резервуари, ресурси або буфери.

Фонди поповнюються через вхщш потоки та спорожнюються через виxiднi. Як бу­

фер фонд може використовуватись для за6езпечення 6алансування швидкостi на­

копичення та витрачання (наприклад, у задачi про водопостачання, яка розгляда­

лась у роздiлi 1.4).
Попик - це процес, що пропкае неперервно в част, оцiнити який можна в дея­

ких кiлькiсних одиницях за певний промiжок часу. 3алежно вщ характеристики

використання потоки подiляються на обмежеш та необмежент, одно- та двоспря­

моваш, конверговант та неконвертоваш. Потiк, як правило, обмежуеться фондом.

Потоком можна керувати, тобто збiльшувати або зменшувати його iнтенсивнiсть

за допомогою деяких алгебричних виразiв.

[снуе багато рiзних способiв зв'язувати у динамiчних моделях причини та на­

cлiдки, не розглядаючи конкретн! методи. В ix основ! лежить кiлька пiдходiв. Роз­

глянемо три з них, якi наведено на рис. 1.10.

Причина

!
Насдщок

Причина

!
Наслшок

Причина

!
Наслiдок

Iзольоване

уявлення

Причина

Наслшок/ Насдтдок/--.81 --.81 81 Насл.док

Причина Причина

I-Л-iН-i-Й-Н-ИИ-V -з-В-'я-зо-к-)

Причинний цикл,

нелппйний зворотний

зв'яаок

~ Причина/
, Наслiдок

Причина/ )
Наслiдок

~причина/
Наслiдок

Рис. 1.10. Три пiдходи до эв'язуаання причин i наслiдкiв для по6удови моделi



36 Роздiл 1. 3агальнi положення та визначення

Перший пiдхiд полягае в тому, що наслiдок виникае з причини i взаемоэв'язок
мiж рiзними причинами вiдсутнiй. Такий пiдхiд, наприклад, використовують бух­

галтери пiд час розрахункiв. Як правило, для цього застосовують статичнi та ста­

тистичнi моделi.

Другий пiдхiд передбачае, що мiж причинами та наслiдками тснуе лiнiйний

эв'яэок У виглядi ланцюжка. Такий пiдхiд пiдтримують iнженери та науковш, якi

вважають, що вс! подii У всесвгп залежать одна вщ одно]. Маючи достатню кiль­

кють iнформaцii, можна побудувати залежностi в часi для всгх подiй у майбутньому.

Системнi мислителi, якi застосовують цю парадигму, користуються дiаграмами

впливу та моделями лiнiйних рiвнянь i вважають, що завжди можна логiчно про­

слщкувати, «що € на входi i що буде на виход!»,

Згiдно з трепм пiдходом всесыт розглядаетъся як система зi зворотними зв'яз­

ками, тобто ланцюжки причин i наслiдкiв циклiчно пов'язанi мiж собою. Таке

уявлення пiдтримують ктбернетики, прихильники нелппйно] динамтки та хаосу.

Вони вважають, що всесвгг значною мiрою хаотичний, i передбачити майбутне з

огляду на його минуле неможливо. цi системнi мислитeлi використовують цикшч­

ш причиннi моделi, нелiнiйнi рiвняння в кiнцевих рiзницях. Часто поведiнка та­

ких моделей далека ыд реальностi та гнтуггивного уявлення i може 6ути дещо не­

сподiваною для дослiдника.

На рис. 1.11зображено найпростiшу причинну циклiчну модель для деякот по­

пуляцii, яка мае два цикли. Лiвий цикл, позитивний, свiдчить про прирiст популя­

цi! в разi з6iльшення народжуваностi, що у свою чергу збшьшуе народжуванicть.

Правий цикл, негативний, свiдчить про зменшення популяцii у випадку збiль­

шення смертносп, що у свою чергу эменшуе смертшстъ. Так! пари причинних

циклiв можуть використовуватись пiд час побудови 6iльш складних динамiчних

моделей.

1\ fН\
Народжуванють Популяшя Смертшстъ

~~
Рис. 1.11. Найпроетiшапричинна модель циклу попупяцп

Побудова складнихдинамiчнихмоделей з використаннямпричиннихциклiв

включае такт етапи,

1. Абстрагування вщ фiзичноi структури.

2. Концентрацiя на процесах для визначення траскторгй, за якими система почи­

нае та закгнчуе працювати.

3. Бикористання простих диференшально-ртэницевих рiвнянь для опису про­

цесiв у систем]:

+ dx/dt = kx - показова функцiя, яка визначае швидкiсть змiни фонду в ча­

ci, де х - фонд (для прикладу з водопостачанням - це швидкгсть напов­

нення бака);

+ dx/dt =ах - Ьх2
- сигмашальна. а60 логicтична, крива, або S-крива;
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або системи рiвнянь:

... dx/dt = Jqx - k2x
2 - kзУ (наприклад, х - кiлькiсть травоiдних тварин);

... dx/dt = k4Y -ksY 2 -ke;x (наприклад, у - кiлькicть хижакiв).

Так! системи рiвнянь вiдомi як рiвняння Ланкастера. Ух можна використо­

вувати для дослiдження складних вэаемозв'язкгв, конкуренцй або конфлiктiв. За

допомогою комп'ютерiв подiбнi рiвняння можна подати в числовому виглядi.

Для цього використовують простi рiвняння рекурсц:

dx
- = j(x) ,
dt

[х(n + ~t-x(n)] = j(x(n») ,

х(n + 1) =dt j(x(n» + х(n).

Якщо описати данi рiвняння словами, то наступний ртвень дорiвнюватиме попе­

редньому плюс невеличка змiна протягом короткого промiжку часу. Таким спосо­

бом можна будувати складнi динамiчнi моделi за допомогою створення простих

блокiв у виглядi вщношень i ргвнгв, У сучасних пакетах моделювання цей процес

запису рiвнянь автоматизовано iз застосуванням iдеографiчних схем (див. рис. 1.3).
Причиннi дiаграми циклiв дають змогу провадити язасне моделювання, а дiа­

грами «фонд-тютткз - залыасне. Щоб пояснити явище, потрiбно знайти епричи­

ниь його виникнення. Припустимо, що таку причину визначено i наслiдок може
спостерiгатись кожного разу, коли ця причина присутня. Якщо описують цi кон­

цепцii системного мислення звичайними словами, то використовують слова або

фрази 4:ТОМУ щоь, «завдяки тому, що», 4:ЯКЩО ''', то» та [н. З погляду математики,

якщо розглядають функцiональнуконцепцiю з одшею незалежноюзмiнною, ця

змiнна - причина, а залежна змiнна - настдок.

у разi кiлькicного моделювання таких систем модельованi об'екти - це об'екти,

параметри яких можна вимiряти i мiж якими icнують функцiональнi залежностi.

Якщо розглядати систему -ехижаки-вайш», то в кiлькiснiй моделi знищення хи­

жаками деяких зайшв - це не зпишення тварин, а зменшення ix кiлькостi. Тобто

в системi € суттева рiзниця мiж зайцями як тваринами та 'ix кiлькiстю. Наприклад,

вовк може знищити зайшв, але кiлькiсть вовюв не може знищити дещо, а може

тiльки вплинути на кiлькiсть зайшв.

Вищенаведенi моделi динамiчних систем широко використовуються для побу­

дови спецiальних засобiв моделювання - мов i пакепв неперервного та неперерв­

но-дискретного iмiтацiйного моделювання.

1.8.3. Теоретико-множиннийпiдхiд
Зriдно з георетико-множиннимпiдходом [60] формальна модель динамтчнш

системи мае такий вигляд:

м = < Т, х, У; Z, z(t), Р), (1.7)

де Т - модельний час; Х, У - множина вiдповiдно вхiдних i вихiдних змiнних;

Z - простiр сташв моделi; z(t) - функцiя стантв, t Е Т; Р - множина процесiв, яка
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визначаеться як множина впорядкованих у часi пар елементiв (х, z['с, t», де t Е Т,

а 1" - початковий момент модельного часу для процесу Р Е Р. Таке визначення

задае модель системи у виглядi схеми проиеав, у яктй множини процесiв можуть

iснувати паралельно в модельному часi Т.

Вважастъся, що деяка подiя з множини подiй С зумовлюе змiну стану системи,

якщо починаеться певний процес Pi Е Р або эакшчуетъся деякий процес Р} Е Р.

У протилежному випадку стан системи не змшюетъся. Тодi можна задати nодiЙ1iУ

схему моделi:

м = ( Т, Х, У, Z, z (t), С), (1,8)

де С - множина подти, що визначаетъся як множина впорядкованих у часi пар

елементiв (}, d [т, tj] ), де с Е С, d ['t, tj ] - функцiя дii" для процесу Р} Е р; t Е Т, а 1" ­

початковий момент модельного часу Т. У цiй схем! процес моделювання опи­

суетъся ЯК послiдовнiсть подiй, що вiд6уваються в моделi.

Припустимо, що завдяки виконанню деяког умови и з множини и почне вико­

нуватись певна дiя d ['t, tj ] з множини D для деякого процесу Р} Е Р. Тодi можна за­

дати модель системи у виглядi схеми дiй:

м = ( Т, Х, 1'; г. г (t), D ). (1.9)

у цiй схем] процесмоделюванняописуетъсяяк перевiркавстх умов у разi кож­

но! змiни модельногочасу t Е Т, щоб знайти умову, яка почне певну дiю з множи­

ни D. Змгна часу t може вщбуватись з поспйним або змiнним ыд подй до подй

кроком. Схеми моделей (1.7)-(1.9) широко застосовуютьсяпiд час по6удови ал­

горитмiв моделювання i мов дискретного iмiтацiйного моделювання.

Якщо припустити, що виконання деякоi множини процесiв Р може призвести

до змiни стангв г Е Z i виникнення нових процесiв, що спричинить появу деякш

множини ситуацiй L, то6то z(t) : pz ~ L, то отримаемо ситуацiйну або причин­

но-наслiдкову схему:

м = (Т, Х, У, Z, г (t), L), (1.10)

в якiй потрiбно описати множину ситуацiй та множину правил (алгоритмiв), за

якими визначають процес, що мае виконуватись. Поведiнка моделi в таких систе­

мах зображуеться у виглядi ланцюга

{ситуацiя} ~ {правило} ~ {процес}.

Якщо модель здатна конструювати нов! правила на основ! icнуючих, то вона

перегворюсгься на модель зi штучним iнтелектом.

Пiд часситуацiйного моделювання, як правило, повний опис ycix можливих

ситуацiй замшюетъся деякою множиною узагалънених ситуацiй, кожна з яких

з певною мiрою ймовiрностi вщтворюе один iз можливих стангв системи. Для

кожног ситуацii" тснуе набiр правил дil. Вибiр того або iншого правила може эдзй­

снюватись за деяким критертем або за допомогою таблиць прийняття рццень, а в

простiших випадках - згiдно iз заданою Ймовiрнiстю. Моделювання виконуеться

шляхом програвання рiзних ситуацiй за певним сценартем, яким у окремому
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випадку може бути алгоритм моделювання. Таким чином створюють рiзнi iгри,

наприкладдiловi, вiйськовi, економiчнi,розважальнi.Гра - це спрощене вiдтво­

рення реального процесу, яке здебiльшого використовуетъся для навчання, прий­

няття рпцень, проведення дослiджень або розваг.

Бизначити систему можна не тiльки як сукупнiсть елементiв, але i як сукупнiсть

вiдношень, спостерiгаючи за ix змiнами. Перпг за все це стосуеться вэаемодй мiж

рiзними динамiчними системами, кожна з яких досить складна. Прикладом можуть

бути екологiчнi та соцiальнi системи. Пiд час вивчення таких систем дослiдник,

базуючись на системному аналiзi, вивчае та описуе впливи однте] системи на iншу.

1.9. ПРИНЦИПИ побуДови моделей
Розглянемо коротко основн! принципи моделювання,як! вiдображаютьдостат­

ньо багатийдосвщ, накопиченийна даний час у галузi розробленняi використан­
ня моделей.

+ Принцип iнформацiйноi достатностi. За повноi вщсутносп iнформацi! про

систему модель побудуваги неможливо. За наявностi повноi iнформацii про сис­

тему П моделювання недошльне. [снуе деякий критичний рiвень апрiорних

вщомостей про систему (рiвень iнформацiйно! достатносп), пiсля досягнення

якого можна побудувати ii адекватну модель.

+ Принцип доцiльностi. Модель створюеться для досягнення деяких цiлей, якi

визначають на первинному етапi формулювання проблеми моделювання.

+ Привцип здiйснениосri. Модель, яка створюегься, мае забезпечувати досяг­

нення мети дослiдження з урахуванням граничних ресурсгв з iмовiрнicтю, сут­

тево вiдмiнною вш нуля, i за кiнцевий час. Звичайно задають деяке граничне

значення Р (ступiнь ризику) ймовiрностi досягнення мети моделювання P(t),
а також сам гран:ичний термтн t досягнення мети. Модель вважають здiйснен­

ною, якщо P(t) ~ Р.

+ Принцип миожинносri моделей. Модель, яка створюетъся, мае вiдображати

в першу чергу п властивостi реально! системи (або явища), якi впливають на

вибраций показник ефективностi. Бiдповiдно пiд час використання будь-яко!

конкретно'[ моделi пiзнаються лише деякi складов! реальностi. Для повного П

дослiдження необхiдно мати ряд моделей, якi дали б змогу вiдобразити пев­

ний процес з рiзних бокiв i з рiзним ступенем детальностi.

+ Приицип агрегацй, У бiльшостi випадкiв складну систему можна подати та­

кою, що складаеться з агрегапв (пiдсистем), для адекватного формального

описування яких придатними е деякi стандартнi математичнi схеми. Принцип

агрегацii дае змогу досить гнучко перебудовувати модель залежно вщ завдань

дослiдження.

+ Принцип параметризацii. У рядi випадкiв модельована система мае у своему

складi деякi вщносно iзольованi гпдсистеми, якi характеризуються певними

параметрами, у тому числi векторними. Такт пiдсистеми можна замiнювати
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в моделi вiдповiдними числовими величинами, а не описувати процес 1х ФУИк­

шонування, У разi необхiдностi залежнiсть значенъ цих величин вщ ситуацii

може задаватись у виглядi таблиць, графiкiв або аналiтичних виразiв (фор­

мул), наприклад за допомогою регресiйного аналiзу. Принцип параметризацii

дае ~MOГY скоротити обсяг i тривалiсть моделювання, але слiд мати на увазi,

що параметризацiя знижуе адекватнтстъ моделi.

Потреба в моделюваннi виникае як на етагп проектувания систем для оцiнюван­

ня правильиосп прийнятих рiшень, так i на етапi експлуатацii ~ для ошнювання

наслiдкiв внесення змiн у системи. У цьому випадку на рiзних етапах проектуван­

ня (технiчний або робочий проект) з уточненням вихiдних даних i виявленням
нових суттевих факторiв ступiнь деталiзацii процесу в системi зростае, що мае ы­

добразитись у моделi. Отже, у моделi можуть водночас знаходитись блоки з рiз­

ним ступенем деталiзацii, якi моделюють однi й тi сам! компоненти проектованоi

системи. Iншими словами, пiд час побудови моделi потрiбно застосовувати мето­

долоriю ипераихйного багаторюневого моделювання.

Розроблення моделi доцiльно починати зi створення просто! вихщно) моделi,

яку в процесi уточнения вxiдних даних i характеристик системи ускладнюють i ко­
ригують, тобто адаnmуюmь до нових умов. Водночас модель мае залишатись до­

сить наочною, тобто ii структурамае вiдповiдатиструктур]модельованоiсистеми,

а ргвень деталiзацii моделi повинен вибиратисьз урахуванняммети моделюван­

ИЯ, ресурснихобмежень(наприклад,час, квалiфiкованiлюдськi ресурси i кошти,
видiленi на проектування) i можливостi отримання вхiдних даних.

Отже, модель мае бути багатортвневою, адаптивною, наочною, цiльовою, роз­

виватись iтерацiйним способом, ускладнюватись i коригуватись у процесi утво­

рення, що можливо тiльки за умови побудови ilблоковим (модульним) способом.

Програмування та налагодження моделi доцiльно провадити поетапно, з наступ­

ним збiльшенням програмних модулiв.

Один iз способiв щдвищення ефективностi моделювання полягае в тому, щоб

не будувати заново модель для кожног ново] системи, а вирiзняти oкpeмi класи систем

i створювати унiфiкованi програмнi моделi для кластв у цiлому. Узагальненi про­

грамнт моделi дають змогу моделювати будь-яку систему iз заданого кдасу без до­

даткових витрат на програмування. Така методолоriя забеэпечуе сдиний систем­

ний пiдxiд до розроблення програмних реалiзацiй моделей i використовуетъся пiд

час об'ектно-ортентованого програмування у виглядi бiблiотеки класiв моделей.

Розглянутий пiдхiд можна реалтзувати також у вигляд] спецiалiзованоi мови

або пакета моделювання, що дае змогу створювати узагальненi моделi шляхом

уведення засобiв розмножения пiдмоделей, реорганiзацii зв'язкiв мiж ними та Ух

параметричного налагодження. Цей спосiб ортентовано на фахiвцiв, добре 06iзна­

них з мовою моделювания. [нший спосi6 реалiзацii цього пiдходу полягае в розроб­

леннi дiалогових iнтелектуальних систем моделювания з використавням банку

моделей та бази энань, якi користувач може налагоджувати на конкретну реалiза­

цiю [29,32,44]. У цьому разi етап програмування можна повнiстю виключити пiд

час програмнот реалiзацii iмiтацiйноi моделi завдяки використанню ефективних

методiв взаемодй з базами даних i застосуванню засобiв генерацй моделей.
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1 .10. Технологiя моделювання
Основоюмоделювання€ методологiя системного аналiзу. Це дае змогу дослiджу­

вати систему, яка проектуеться або анашзуеться, за технолопею операшйного

дослщження, включаючи такт взаемопов'язанi етапи:

1. Формулювання про6леми та змiстове поставлення задачi.

2. Розроблення концептуальнот моделi.

З. Розроблення протрамно! реашзацй моделi (зазвичай застосовуетъся комп'ю­

терна модель), яка включае:

а) вибiр засобiв програмування, за допомогою яких буде реалiзовано модель;

б) розроблення структурнот схеми модeлi та склада:ння опису ii фyнкцiонування;

в) програмнареалiзацiямоделi.

4. Перевiрка адекватносп моделi.

5. Оргaнiзацiя та планування проведення експерименпв, яке включае оцiнювання

точиосп результатiв моделювання.

6. Iнтерпретацiя результатiв моделювання та прийняття ршгень.

7. Оформлення результатiв дослiдження.

На першому етaпi замовник формулюс проблему. Органiзовуються зустрiчi ке­

рiвника проекту iз замовником, аналiтиками з моделювання та експертами з проб­

леми, яка вивчаетвся. Визначаються цiлi досшдження та спецiальнi питання, вiдпо­

Biдi на якi буде одержано за результатами дослiдження; встановлюються критери

оцiнювання роботи, якi використовуватимуться для вивчення ефективносп рiз­

них конфiгурацiй системи; розглядаються гак] показники, як масштаб моделi, пе­

рiод дослшження i необхiднi ресурси; визначаються конфiгурацii модельованог

системи, а також потрiбне програмне забезпечення.

На цьому ж етaпi провадиться шлеспрямоване дocлiдження модельованот систе­

МИ, залучаються експерти з проблеми, що вирппуетъся, якi володiють достовiрною

шформашею. Збираеться iнформацiя про конфiгурацiю системи i способи експ­

луатацii для визначення параметрiв моделi i вxiдних розподiлiв iмовiрностеЙ.

На другому етапi розробляетъся концептуальна модель - абстрактна модель,

яка дае змогу виявити причинно-наcлiдковi зв'язки, властивi дocлiджуваному об'ек­

ту в межах, визначених цiлями дослiдження. По сутт, це формальний опис об'екта

моделювання, який вщображае концепцiю (погляд дослiдника на проблему). Бона

включае в явному виглядi логiку, алгоритми, припущення й обмеження.

Згiдно з цiлями моделювання визначаються виxiднi показники, якi потрiбно

збирати пiд час моделювання, ступiнь деталiзацii, необхiднi вхiднi данi для моде­

лювання.

Ртвень деташзацй моделi залежить вщ таких чинникiв: цiлi проекту; критерii

оцiнювання показникш роботи; доступнiсть даних; достовiрнiсть результатiв; ком­

п'ютернi можливостi; думки експерпв з проблеми, що вирпцуетъся: обмеження,

пов'язанi з часом i фгнансуванням, Провадиться структурний аналiз концепту­

альноi моделi, пропонуеться опис допущень, якi обговорюються iз замовником,

кертвником проекту, аналiтиками та експертами з проблеми, яка вирппуетъся,
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Розробляються моделi вхiдних даних, провадиться lX статистичний анаша, за

результатами якого визначають розпошли ймовтрностей, реrpесiйнi, кореляшйн!

та iншi залежностi. На цъому етапi для попереднього аналiзу даних широко засто­

совують рiзнi статистичнi пакети (наприклад, Statistica).
Для динамiчнихсистемпровадитьсяпооперашйнийаналiз функцюнуваннямо­

дельованш системи з детальним описуванням роботи елементiв системи. За ре­

зультатамитакого аналiзуможна з'ясувати,чи можнавирццитипр06лемубез засто­

сування засобiв моделювання.Детально опрацьована концептуальнамодель дас

змогу замовникуз iншого боку поглянутина роботу системи та, наприклад,визна­

чити вузькi мiсця системи, якi спричиняють зниження ii пропускно] здатностi.

Одна з найскладнiшихпроблем, з якою мае справу аналггикмоделювання,по­

лягас у визначеннт,чи адекватнамодель системi. Якщо iмiтацiйнамодель еадек­

ватнаь, il можна використовуватидля прийняттярiшень щодо системи, яку вона

представляе, тобто нiби вони приймалисьна основ! результапа проведення ек­

спериментiв з реальною системою. Модель складно] системи може плъки при­

близно вiдповiдатиоригiналу, незалежноыд того, сюльки зусиль затрачено на П

розроблення,тому що абсолютноадекватнихмоделей не [снуе,

Оскiлькимодель завжди мае розроблятисъдля певнот множиницiлей, то мо­

дель, яка € адекватною для однi€i мети, може не бути такою для дослiдження [н­

шоi. Слiд вiдзначити, що адекватна модель не обов'язково € достовiрною, i навпа­
КИ. Модель може бути достовiрною, але, в цьому разi, не використовуватись для

прийняття рiшень. Наприклад, достовiрна модель не може бути адекватною з по­

лiтичних або економiчних причин.

Пiд час розроблення програмноi реашзацц модeлi визначаються засоби для про­

грамування, тобто мови програмування або пакети, Наприклад. можуть використо­

вуватись мови програмування загального призначення, такт як С чи РASCAL, або
спецiалiзованi засоби для моделювання (наприклад, Агепа, AutoMod, Extend,
GPSS, iThink). Перевагавикористаннямов програмуванняполягаев тому, що, як

вiдомо, вони маютьневисокузакушвельнуварпсть, i на виконання моделi з ix до­

помогою заграчаетъся менше часу. Натомтстъ використання програмного забеа­

печення моделювання сприяс зменшенню тривалосп програмування i вартосп
всього проекту.

Серед спецiалiзованих пакепв для моделювання слiд вiдзначити МАTLAB
з iнтерактивниммодулем Simulink. Пакет MATLAB € всесвпньо визнаним yнiвep­

сальним вщкритим середовищем, i мовою програмування водночас, В якому [нгегро­

вант засоби обчислень, вiзуалiзацii, проrpамування та моделювання.

Здтйснювтъся проrpамування моделi та 'ii налагодження, виконуютъся тестов!

прогони моделi на основ! контрольних даних, провадитъся аналiз чутливостi, щоб

визначити, якi фактори в моделi суттево впливають на робочi характеристики

системи i мають моделюватись дуже точно.

Пiсля кожного з вищезазначених етапiв переыряетъся достовiрнicть моделi.

Перевiрку умовно можна роздiлити на два етапи: персырка правильиосп ство­

рення концептуально! модель тобто задуму - валiдацiя; перевiрка правильностi 1i
реалiзацii - верuфiкацiя [38]. Пiд час перевтрки достовiрностi потрiбно вiдповiсти

на запитання про вiдповiднiстъ моделi модельованiй систем], тобто визначити,
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наскiльки iзоморфнi система та модель. Як правило, у разi моделюваннявимога

iзоморфiзму об'екта та моделi надмтрна, бо в цьому разi складнiсть моделт мае

вiдповiдати складностi об'екта, Через те будують гомоморфнiмоделi, в яких ви­

конустъся вимога однозначно!вiдповiдностiмоделi об'скту.

На етапi верифзкаийрозглядають, чи правильно перетвореноконцептуальну

модель (модельнiприпущення)на комп'ютернупрограму,тобто виконуютьналаго­

дженняпрограмимоделювання.Це складнезавдания,оскшъкиможе iснуватибез­

лiч лопчних шляхiв.

Етап персыркиправильностiреашзацймоделi включае персырку еквтвалент­

носп перетвореннямоделi на кожномуз етапiв li реалiзацiiта порiвняннястантв.

у цьому разi модель эазнае таких змiн: концептуальнамодель-математичнамо­

дель-алгоритм моделювання-програмнареалiзацiя модель

Валiдацiя - це процес, який дае змогу встановити, чи € модель (а не комп'ю­

терна програма) точним вщображенням системи для конхретних шлей достджен­

ня [33].
Роэробляетъся план проведення експериментiв з моделлю для досягнення по­

ставлених шлей, Осиовна мета планування експериментiв - вивчення поведiнки

модельованоi системи при найменших витратах пiд час експериментiв. Зазвичай

провадять так! експерименти:

+ порiвнюють середнi значення i дисперсй рiзних альтернатив;

+ визначають важливiсть урахування впливу змiнних та обмежень, якi наклада­

ються на цi змiннi;

+ визиачають оптимальнi значення з деякот множини можливих значень змiнних.

Проведення експерименпв планують для пошуку незначущих факторiв. У ви­

падку оптимiзацi1 якого-небудь числового критертю формулюють ппотези шодо

вибору найкращих вартанпв структур модельованог системи або режимiв il функ­
цюнування, визначають дiапазон значень параметрiв (режимiв функшонування)

моделi, у межах якого знаходиться оптимальне рiшення. Визначають кiлькiсть

реалiзацiй та час прогону моделi кожнот реашзацй. Провадять екстремальний ек­

сперимент, за результатами якого знаходять оптимальне значения критерцо i вiдпо­
вщн! значення параметрiв. Для ошнювання точиосп стохастичних моделей буду­

ють довiрчi iнтервали для одержуваних вихiдних змiнних.

Далi аналiзують та оцiнюють результати. Наводять результати комп'ютерних

експериментiв у виглядi графiкiв, таблиць, роздрукшок. а також визначають якicнi

i кiлькiснi оцгнки результатiв моделювання. Для унаочнення моделi використову­

ють анiмацiю. Обговорюють процес створення моделi та i1достовiрнiсть, щоб пiд­

вищити ртвень довiри до иеi.

За отриманими результатами формулюють висновки з проведених дослщжень

i визначаютъ рекомендацп щодо використання моделi й прийняття рпцень.

Вищенаведент етапи моделювання взасмопов'язанг, а сама процедура створен­

ня моделi ггерашйна, Це пояснюетъся тим, що пicля виконання кожного етапу

перевтряетъся правильшстъ i достоыршсть моделi та в разi невiдповiдностi мо­

делi об'екту здгйснюстъся повернення до попередни етапiв з метою коригуван­

ня та пiдстроювання моделi. Залежно вiд характеру внесених змiн повертаються
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безпосередньо до попереднього етапу або до бiльш раннтх етапiв. Детальнппе тех­

нолоriя моделювання розглядаеться в наступних роздiлах.

На останньому етапi моделювання документально оформлюють yci результа­
ти дослiдження i готують проrpамну документацiю для використання ix пiд час

розроблення поточних i майбутнiх проектiв.

8исновки

+ Система - це цiлiсний комплекс вааемопов'язаних елементiв, який мае певну

структуру i взаемодте iз зовнiшнiм середовищем.

+ Модель - де реально iснуюча або уявна система, яка, замiщаючи i вщобра­
жаючи в пiзнавальних процесах iншу систему-орипнал, знаходиться з нею

у вiдношеннi подiбностi.

+ Моделювання - це спосiб дослiдження будь-яких явищ, процесiв або об'скпв

шляхом побудови та аналiзу ix моделей.

+ Iмiтацiйне моделювання - де метод конструювання моделi системи та прове­

дення експериментiв над моделлю.

Контрольнi запитання та завдання

1. Що таке система? Як впливас на систему эовнппне середовище? Чому тснуе

багато визначень системи?

2. Назвiть кшька статичних i динамiчних об'скпв, дiй, процесiв, атрибутiв, подiй

та змiнних стантв для таких систем:

а) станцiя технiчного обслуговування автомобiлiв;

б) магазин самообслуговування;

в) станшя швидкоi допомоги;

г) кафе;

д) таксомоторний парк,

3. Яким чином динамiчна поведiнка системи пов'язана з поняттям стану системи?

4. Що розумiють пiд абстрактною системою?

5. Що розумiють пiд моделлю? У яких вiднотеннях перебувають об'ект моделю­

вання та модель? Чи може система бути моделлю?

6. Яку роль вiдirpають поняття стану та процесу в моделюваннi? Опишiть роботу

банку з двома касирами, до яких стоггь одна черга. Видiлiть основш стани ui€i
системи.

7. Наведiть приклади задач, якi можна розв'язати за допомогою моделювання.

В яких випадках задачi можна розв'язати лите у такий спосiб?

8. Виконайте критичний аналiз рiзних видiв класифiкацiй моделей та видiв мо­

делювання. Чому неможлива едина класифiкацiя? Запропонуйте iншу класи­

фiкацiю моделей.
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9. Покажпъ, яким чином можна провести декомпозишю для нескшченних мно­

жин (див. роздiл 1.7).
10. Порiвняйте мгркування щодо процесiв Маркова з дискретними i безперервни­

ми станами з тими, що наведенi в роздiлi 1.7.Для яких дискретних i безперер­
вних розподiлiв часу перебування процесу в даному стан! виконуються умови

без пicлядii (без эапам'ятовування)?

11. Порiвняйте числовий метод розв'яэання задачi про водопостачання з методом

iмiтацiйного моделювання. Що в мiж ними спiльного?

12. Сформулюйте завдання iдентифiкацii в широкому та вузькому розумiннi для

задачi про водопостачання.

13.Яким чином эадаеться час моделювання в задачах про водопостачання? Чи

можливо так задати час моделювання для цiвl задачi, щоб вгн залежав вщ деяких

подiй? Наведiть приклади моделювання таких подтй.

14.Дайте ситуацiйний опис переходу пiшоходом дороги. Розгляньте вп можливi

ситуацii.



P03Ain 2 

MOAeni CMCTeM MaCOBoro 
o6cnyrOBYBaHHSI 

• Kllac~cpiKau,iSl C~CTeM MaCOBoro o6CI1yrOBYBaHHSI 

+ OCHOBHi xapaKTep~CT~K~ C~CTeM MaCOBoro o6CJ1yrOBYBaHHSI 

+ MaTeMan1~Hi MOAeI1i nOTOKiB B~Mor 

• OAHOKaHaI1bHi Ta 6araTOKaHaI1bHi CL-1CTeM~ MaCOBoro o6cllyrOBYBaHHSl 

• IMiTau.i~He MOAemOBaHHSI C~CTeM MaCOBoro o6CJ1yrOBYBaHHSI 

• Mepe)l(i C~CTeM MaCOBoro o6CI1yrOBYBaHHSl 

+ Onepau.i~HL-1~ aHaI1i3 Mepe)l( C~CTeM MaCOBoro o6CI1yrOBYBaHHSI 

Y Teopil i rrpaKTHui MOlJ;eJIIOBaHHH CHCTeM Ba)KJIHBe Micue rrOcilJ;aIOTb Mo,neJIi CHC­

TeM MaCOBOfO 06CJIYfOBYBaHHH (CMO). TaKi CHCTeMH 3YCTpi~aIOTbC.H HaM ~OlJ;eHHO. 

Ue rrpOUeCH 06c.rryroBYBaHHH B ~ep3i Ha 3arrpaBHill CTaHuil, Y Mafa3HHi, 6i6JIioTeui , 

KacPe, TaKO)K pi3Hi CJIY)K6H peMOHTY i Me,nH~Hoi .n;OllOMOfH, TpaHcrropTHi CHCTeMH, 

aeporropTH, BOK3aJIH TOIIJ;D. qeprH BHHHKaIOTb i 3a rrOTpe6H CKopHCTaTHCb TeJIecPOH­

HHM 3B'H3KOM a60 rrepe.n;aTH IIOBi.n;OMJIeHHH ITO IHTepHeTY. EiJIbllIe TOfO, 6YlJ;b-HKe BH­

P06HJIUTBO TaKO)K MO)KHa rro.n;anl HK llOCJIi,nOBHicTh TaKHX CHCTeM. OC06JIHBOro 3Ha­

~eHHH CMO Ha6yJIH B iHcPopMaTHui. Ue rrepe.n;yciM KOMrr'IOTepHi CHCTeMH, Mepe)Ki 

rrepe.n;aBaHHH iHcPopMauil, 6a3H i 6aHKH ,naHHX. 

ICHY€ P03BHHYTHH MaTeMaT~HHH arrapaT Teopii MaCOBOfO 06c.rryfDBYBaHH.H (Hay­

KOBUi 3axi,z:(HHX KpaiH uIO Teopi€IO Ha3HBaIOTb Teopi€IO qepf), IIl:O .n;a€ 3MOry aHaJIhYBa­

TH ecPeKTHBHicTb cPYHKuiOHYBaHH.H CMO rreBHHX THIIiB i BH3HaqaTH 3aJIe)KHicTh Mi)K 

xapaKTepHCTHKaMH llOTOKY BHMOf, KiJIbKiCTIO KaHaJIiB (rrpHCTPOIB .n;JI5I 06c.rryrOBYBaH­

HH), lx llPO.n;YKTHBHicTIO, rrpaBHJIaMH P060TH CMO Ta Ii ecPeKTHBHicTIO. 

ITepuri TeopenNHi pe3YJIbTarn BHaCJri.noK BHpimeHIDI IIpo6JIeM, llOB'.H3aHHX i3 cPYHK­

WOHYBa.HIDIM CHCTeM 06CJIYI'OBYBaHIDl, 6yJIO 01pHMaHO ,l(aTCbIlliM yqeHHM, crrmpo6inrn:­

KOM KOlleIITareHCbKOi TeJIecPoHHol KOMllaHll A. K. EPJIaHroM Y rrepio,n 1908-1922 poKrn. 

Ui pe3YJIbTarn CTOCyBaJIHCb rrpaKT~HHx 3aB,naHb rri,nBHIIJ;eHHH HKOCTi 06CnyfOBYBaHHH 

a60HeHTiB i BH3Ha~eHHH KiJIbKOCTi TeJIecP0HHHx JIiHill. Y rro,naJIbilloMY 3'.HCYBaJIOCb, 

~o oTpHMaHi TeOpeTHQHi pe3YJIbTaTH € HaCTiJIbKH 3araJIbHHMH, IIl:O IX MO)KHa BHKOPH­

cToBYBaTH ,nJIH BH3Ha~eHHH OllTHMaJIbHOl KiJIbKOCTi Kac i rrpo,naBuiB Ha TOpfOBeJIbHHX 

IIi,z:(llPH€MCTBax, .n;JIH p03paxYHKiB 3arraciB Y Mafa3HHaX, ,nocTaTHix ,nJI.H Ix 6e311epe6iif:­

HOI p060TH, TOIIJ;O. O,nHaK 6iJIbIllicTb pe3YJIbTaTiB 6YJIO oTpHMaHo ,nJI.H cHcTeM, B .HKHX 
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процеси надходженнята обслуговуваннявимог € маркiвськими або напiвмаркiв­

ськими. У цьому разi завдання аналiзу СМО можна описати звичайними дифе­

реншальними рiвняннями i в явному виглядi обчислити основнт характеристики

системи.

На практицi часто виникають задачi, пов'язанi з чергами, якi неможливо роз­

в'язати iз застосуванням icнуючих методiв теорй масового обслуговування. Це

зумовило iнтенсивний розвиток методiв дослiдження смо за допомогою засобiв

iмiтацiйного моделювання. У цьому випадку характеристики емо ошнюються

наближено шляхом обробки результатiв моделювання системи.

у даному роздiлi розглядаються обидва пiдходи до аналiзу емо, причому ос­

новна увага зосереджуетъся на методах iмiтацiйного моделювання. Зазначаетъся,

яким чином потрiбно будувати алгоритми моделювання та ix програмнiреалiзацi:i

для дискретно-подтйнихсистем i як збирати iнформацiю про показники lХ роботи.

2.1. Характеристикисистем масового

обслуговування

Функцiонуваннябудь-яко!емо полягае в обслуговуваннiпотоку вимог, якi од­

на за одною або групаминадходятьдо не! в деякi, як правило,випадковiмоменти

часу. Вимоги, якi надiйшлидо СМО, обробляютьсяпротягомпевногочасу, пicля

чого залишаютьсистему.

у будь-якгй системi обслуговуванняпередбаченанаявнiсть пристроёвдля 06­
СЛУlовува1l1LЯ (iншi назви: припади для оБСЛУlовування, сервери, канатц i вимог

(iншi назви: заявки, виклики. юиентиу, якi потребують обслуговування. Правила

або алгоритми взаемодй пристроiв i вимог називатимемо дисииптнами постав­

лення в чергу та обслиговиванням.

Для кожнот СМО задаетъся режим роботи. Слiд вiдзначити, що для вимоги мо­

же бути потрiбно кiлька обслуговувань одним або юлькома пристроями. Звичай­

но термгн ..npucmpiU для обслиговивання» (англiйською - ..зегсегь) використову€­

ться для вщносно простих моделей, в яких кожна вимога може обслуговуватись

тiльки одним пристроем. Якщо Ж вимоги обслуговуються кiлькома пристроями

в певнiй послiдовноетi, перемiщаючись за заданим маршрутом, то мае мiсце ..мере­
жа обслуговуванняь (англiйською - 4:queueing netWork»). Iншими словами, ме­

режа - це складна смО.

Зазвичай за допомогою методiв теорй масового обслуговування розв'язують

задачi з проектування та експлуатацii однотипних елементiв обслуговування ~

наприклад, розраховують кiлькiсть контрольно-пропускного обладнання, мiсць

для ремонту, бензоколонок, обслуговуючого персоналу, лiнiй зв'язку, одиниць

обладнання обчислювально] технтки ТОЩО.

Окремим типом завдань у теорй масового обслуговування € визначення мтсць

накопичування вимог у системi обслуговування, наприклад визначення мicць на

стелажах на складi або в багатоповерховому гаражi, кiлькостi пристрога введен­

ня-виведення iнформацii комп'ютера, кiлькостi мiсць у палатах госпiталю та iH.
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Найчаспше ефективнiсть функцiонування будь-яко! емо виэначаетъся за та­

кими показниками:

+ середня кiлькiсть вимог, якi система може обслужити за одиницю часу;

+ середнiй вщсоток вимог, якi не були обслуженi;

+ ймовiрнiсть того, шо вимогу, яка надiйшла до системи, буде прийнято для об-

слуговування;

+ середнiй час очiкування вимоги в черзi;

• закон розподiлу часу очiкування;

+ середня кiлькiсть вимог у черзi;

+ закон розподiлу числа вимог у черзi;

• коефцпент завантаження пристрою для обслуговування;

+ середня кiлькicть пристрогв, зайнятих обслуговуванням.

Щоб визначити цi параметри, потрiбно охарактеризувати емо, тобто описа­

ти та задати так! характеристики:

+ вхiдний потiк вимог (вимоги, якi надходять до системи для обслуговування);

• дисциплiни постановки вимог у чергу та вибору вимог iз не];

+ правила, за якими эдзйснюетъся обслуговування;

+ вихiдний попк вимог (вимоги, якi залишають систему);

+ режими роботи системи.

Розглянемо цi характеристики бiльш детально.

2.1.1. Вхiдний попк 8ИМОГ

Для визначеннявхщного потоку вимог потрiбно зазначитимоменти часу lХ над­

ходженнядо системи (закон надходження)i кiлькicть вимог, якi можуть надгйти

одночасно. Закон надходження може бути детермiнованим (наприклад, вимога

або вимоги Надходять до системи у фiксованi моменти часу) або ймовiрнicним

(промiжки часу мiж моментами надходження вимог до системи мають ртвномтр­

ний, експоненшальний або iнший заданий закон розподiлy).

у загальному випадку вхiдний потiк вимог описуеться розподiлом гмоырнос­

тей промiжкiв часу мiж моментами надходження до системи двох сусщшх вимог.

Здебiльшого припускаетъся, що цi промiжки часу € незалежними i мають однаковий

розподiл випадкових величин i, таким чином, вимоги утворюють сташонарний

вхiдний попк, У класичшй теорй масового обслуговування, як правило, розтля­

даеться так званий пиассошвський (найпростiший) потiк вимог, в якому кiлькiсть

вимог k для будь-якого промiжку часу t мае розпошл Пуассона:

Pk(t) = (л:r «", k ~ О, t ~ О,

де л - iнтенсивнiсть потоку вимог (кiлькiсть вимог, якi надiйшли до системи за

одиницю часу).
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Тснуе кiлька теорем теорй ймовiрностей,за допомогою яких можна довести,

що бiльшiстьпотокiв вимог € пуассонiвськими. Це, зокрема, теореми про суперпо­

зицiю незалежних потокiв малоi iнтенсивностi, розрiдження вицадкового потоку

та гн, На практицi вважають, що вхiдний потiк мае розподiл Пуассона, якшо за

визначений промiжок часу вимоги надходять до системи вiд велико! кiлькостi не­

залежних джерел. Прикладами таких потокiв можуть бути дзвiнки абонентiв у те­

лефоннiй мережi або запити до централiзовано! бази даних вiд користувачiв ком­

п'ютернот мережi.

Для задання вхщного потоку вимог, кртм закону розподiлу, потрiбно визнача­

ти кiлькiсть вимог, якi надходять до системи одночасно. Вимоги можуть надходи­

ти до системи по однiй або групами, наприклад у метро або до стадюну через

вхщн! турнiкети одночасно можуть зайти кшька чоловцс, Системи, до яких вимо­

ги надходять пакетами (бтльше нiж з одшею вимогою), будемо називати система­

ми з груповим потоком вимог.

Кiлькiсть вимог, якi надходять до системи вiд якогось джерела (пiд час моде­

лювання це джерело вщтворюе генератор вимог), може бути необмеженою або

обмеженою. Прикладом системи зобмеженою кiлькiстю вимог € система з вщмо­

вами та вiдновленням (ремонтом) обладнання виробничо! дiльницi, де в разi вщмо­

ни обладнання подаеться вимога на ремонт обладнання до бригади ремонтникiв.

Якщо в такiй системi € М одиниць обладнання, то максимально можлива кiль­

ктстъ вимог у системi дорiвнюватиме М.

Прикладом системи з необмеженою кiлькiстю вимог може бути тедефонна ме­

режа, кiлькiсть абонентiв яко! визначити практично неможливо. Якщо кiлькiсть

вимог безмежна i вони незалежнi, то це свiдчить про те, що вхiдний потiк вимог

е пуассонзвським.

Моделювання nyaccoHiBCbKOГO потоку

Покажемо, як пiд час моделювання систем масового обслуговування можна задати

пуассонiвський потiк вимог. Для цього розглянемо найпростiший потiк з штен­

сивнiстю л. i позначимо моменти надходження вимог на oci (О, t), як показано на

рис. 2.1. Визначимо, який розподiл мають промiжки часу Т мiж моментами над­

ходження двох сусiдиix вимог.

00 о 00
~ t

Рис. 2.1. Моменти надходжвння вимог для пуассонаськогопотоку

Очевидно,що промiжкичасу Т - випадковi величини. Знайдемо закон ix роз­

подiлу. Функцiя розподiлу F(t) визначае ймовiрнiстьтого, що випадковавеличи­

на Т набуде значення, яке менте за t, тобто

F(t) = Р, т < t.
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Нехай to - початок промiжку часу Т. Знайдемо ймовiрнicть того, що випадко­

ва величина Т буде меншою за t. Для цього потрiбно, щоб на промiжок довжи­

ною t, який починаеться з точки to, потрапила хоча б одна вимога. Обчислимо

функцiю F(t) через тмоыршстьпротилежнотподи, тобто через [моырнзстьРО того,

що за промiжок часу t до системи не надiйде жоднот вимоги:

F(t) =1-Ро .

Значення ймовiрностi РО знайдемо за формулою (2.1) за умови, що лt = О:

РО = (лt)О е-М = «".
О!

Тодi функцiя розподiлувипадковот величини Т матиме вигляд:

F(t) = 1- е-Лt, t > О.

Щоб знайти функцiю щiльностi розподiлу f(t) випадковоiвеличини Т, проди­

ференшюемофункцiю F(t) за t

f(t) = ле-М, t > О.

Це i е функцiя щiльностi показникового або експоненцiального закону розподiлy.

I! графiк i графiк функцй розподiлу за умови л = 1 зображено на рис. 2.2.

а

F(t)
1

Функшя розподiлy

6
t, час

Рис. 2.2. Графiки функцiй щiльностi (а) та розподiлу (6) експоненцiальногозакону:

Л = 1; Р = 0.5

Отже, щоб отримати пуассонiвский потiк вхiдних вимог, якi надходять до сис­

теми, достатньо обчислити випадкову величину з експоненцiальним розподiлом.

Властивостi nyaccoHiBCbKOro потоку

у теорц масового обслуговування найпроспший потiк вширае гаку ж роль, як

нормальний закон розподiлy випадкових величин у георй ймоырностей. Випад­

ковий потiк вимог, який за свотми характеристиками наближений до найпросп­

шого, утворюеться В разi додавання випадкових потокiв.

Основними властивостями найпроспшого потоку вимог е:

+ стацiонарнicть;

+ вщсутшсть шслядй;

+ ординарнтстъ.
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Потiк е стаиизнарним, якщо ймовiрнicть надходження певноi кiлькостi вимог

за деякий промiжок часу 't залежитьпльки вш довжини цього промiжку 't i пара­
метра л, i не залежить вщ мiсця розташування промiжка на oci часу (рис. 2.3).
Вiдрiзки часу т не повиннi перетинатися.

00оо

LJ~-~t
о

Рис. 2.3. Вiдображеннястацiонарногопотоку вимог

у потоцi вiдсутня niслядiя, якщо ймовiрнicтьнадходженнявизначеноiкiль­

косп вимог за деякий промтжок часу 't не залежить вiд кiлькостi вимог, як! на­

дiйшли до системи, тобто не залежить вщ передicторii.Те, що промiжки часу не

перетинаються,свiдчить про взаемну незалежнicтьпротiканняпроцесiв у часi.

Потiк е ординарним.якщо в один i той самий момент часу неможливе надход­

ження двох або бiльше вимог.

Пуассонтвський попк вимог е окремим випадком бiльш загального потоку Ер­

ланга. Потiк Ерланга г-го порядку можна отримати шляхом просiювання пуассо­

нтвського потоку (рис. 2.4).

Попк Ерланга г-го порядку (пуассоншський попк)

О О 000 О 00 О О О 00
--------------------------__.. t

о

Потiк Ерланга 2-го порядку

о о о о о о

о

Поттк Ерланга 3-го порядку

о о оо
--------------------------__~ t

о

Попк Ерланга 4-го порядку

о оо
--------------------------__~ t

Рис. 2.4. Потiк Ерлангаг-го порядку

На рисунку видно, що для того щоб отримати потiк Ерланга г-го порядку, до­

сить пiдсумуватиr випадкових експоненцiально розподiлених величин.

2.1.2. Органiзацiя черги

Дисциплiнипостановкивимог у чергу та вибору вимог iз не1 для обслуговування

визначаютьпорядок,за яким вимоги стають у чергу, якщо пристрiйдля обслуго­

вуваннязайнятий, та порядок1Х виходу з черги для обслуговування- якщо при­

стрiй для обслуговування вiльний.

Найпростцпа дисциплiна обслуговування перелбачае поставдення вимог у чер­

ry за порядком ix надходження. Вона мае назву перший прийшов - першим обслу­

жили (ПППО), в англомовнiй лiтературi - FIFO (Fiгst In First Out). Прикладом
черги з такою дисциплiноюможе бути черга до телефону-автомата.
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Тснуе також iнший спосiб органтзацц черги, коли для обслуговування вибира­

ються останн! в черзi вимоги (останнзй прийшов - першим обелижили (ОППО»,

в англомовнiй лiтературi - LIFO (Last In First Ошл). Цей спосiб також нази­

ваеться стеком або «магазином».Прикладомчерги з такою дисциплiноюобслуго­

вуванняможе бути паром, на якому перевозятьавто, - автомобiль, який залхав на

паром перший, витжджае з нього останнтм.

Що стосуетъся правила вибору вимог iз черги, то вибiр може бути випадковим

(в англомовнтй лiтературi - RANDOM), наприклад вибiр куль iз барабана для

гри в лото. Пiд час вибору вимог iз черги може враховуватисьУх прiоритет.

Черга може мати обмеження за довжиною або за часом перебування вимог

у нтй, Наприклад,якщо в черзi знаходитьсябiльше трьох вимог, то нова вимога,

яка надiйшла, залишае систему, або вимога залишае систему, якщо час перебу­

вання П в черзi становить ПОнад 2 хв. Прикладом черги зобмеженою кiлькiстю

мicць € бункер, в який надходять заготовки, перш нiж lХ буде оброблено верстатом.

Буфери даних широко використовуються в комп'ютернiй технiцi. Пiд час обмiну

шформашсю мiж пристроями, як! мають рiзну швидкicть обробки даних, iнфор­

мацiя накопичустъся в буферi, а потiм використовуеться пристроем, що мае мен­

ту швидкicть. Так! буфери органiзовуються в системах введення-виведення

даних i мультиплексорах. У комп'ютерних мережах буфери створюють для орга­

нiзацi1 черг повiдомлень або пакетiв.

2. 1.3. Правила обслуговуваннявимог

Правилаобслутовуваннявимог характеризуютьсячасом обслуговування(розподi­

лом часу обслуговування),кiлькiстювимог, якi обслуговуютьсяодночасно, i дис­
циплiною обслуговування.

Обслуговування може бути органiзоване за допомогою одного або кшькох щен­

тичних пристротв, У першому випадку система називаетъся одноканальною. у дру­

гому - багатоханальною. Час обслуговування вимог може бути детермiнованим

або заданим за ймовiрнicним законом розподiлу.

Якшо пристроi для обслуговування об'еднанг в ланцюжок, то система нази­

ваеться багатофазовою, тому що вимоги В нiй послiдовно проходять кiлька фаз

обслуговування (наприклад, складальний конвеер автомобiльного заводу).

Дисииптна обслуzовува1l1lЯ виэначае, за яких умов припиняеться обслугову­

вання вимог, як обираеться для обслуговування наступна вимога, а також що ста­

неться iз частково обслуженою вимогою,

Розрiзняють безпрюритетнь i призритеппп дисциплiни обслуговування. У раз!

безпрiоритетного обслуговування порядок обслуговування визначаеться за дисцип­

лiною вибору вимоги з черги, наприклад ПППО. До безпрiоритетних належить цик­

лiчна дисциплiна обслуговування, яка часто викорисговуетъся в комп'ютерних сис­

темах. Вимога (програма) багаторазово використовус пристрiй для обслуговування

(процесор) перед тим, як його залишити. Пicля закгнчеиня кожного циклу обслу­

говування вимога знову надходить до черги для додаткового обслуговування.

Пiд час прiоритетного обслуговування для кожнот вимоги задаегъся деякий

числовий параметр, значення якого визначае й призритет. Значення прiоритету
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може бути незмiнним(статичнийпрiоритет) або являти собою функцiю,яка за­

лежить вщ часу перебуваннявимоги в системi (динамечнийпрiоритет).

Прiоритетможе бути також вьдносним або абсолютним. Вiдносний прiоритет

передбачае,що надходженнявимоги з вищимпрiоритетомне перериваеобслуго­

вування менш прюритетнот вимоги (обслуговуваннябез переривання). Вимоги

з однаковимипрiоритетамиможуть утворюватичерги.

Якщо в системi задаетъся абсолютнийпрiоритет, то поява вимоги з бiльш ви­

соким прiоритетомпереривасобслуговуванняменш прюригетнотвимоги (обслу­

говуванняз перериванням).У таких системахможутьутворюватисявкладенiпе­

реривання, коли обслуговуваннявимоги, яка витиснуламенш прiоритетну, буде

перерванобiльш прiоритетноювимогою i т. д. Iнодi в таких системах обмежують

глибину переривання. Перерванi вимоги можуть або залишати систему, або зно­

ву ставати в чергу для додаткового обслуговування.

3розумiло, що дисциплiни обслуговування з абсолютними прiоритетами мо­

жуть використовуватись тiльки для систем з одним пристроем для обслуговування.

2. 1.4.. Вихiдний попк вимог

Вихiдний потiк - це потiк вимог, якi залишають систему, до того ж вони можуть

бути як обслуженими, так i необслуженими. Структура формування потоку вихiд­

них вимог бiльш важлива для багатофазових систем, де вихiдний потiк одного

пристрою для обслуговування (фази обслуговування) е вхiдним для iншого. Ймо­

втршсш характеристики розподiлу вимог вихiдного потоку В часi залежать вiд

щiльностi вхщного потоку та параметрiв роботи пристрога для обслуговування.

3 теорй масового обслуговування вiдомо, що вихiдний потiк вимог СМО з М

пристроями з очiкyванням для найпростiшого вхщного потоку з параметром 'л i ек­
споненшального розподiлу часу обслуговування з параметром J..I. € найпроспшим

потоком з параметром 'Л, = miп{'Л, MJ..I.}. Це дае можливicть аналiзувати багатофазовi

системи i мережi СМО, в яких вихiдний потiк вимог одних систем обслуговуван­

ня е вхiдним для iнших. У встх iнших випадках розподiл [моырносп вихiдних по­

токш вимог емо мае складнiшу ймовiрнiсну природу i може вивчатись тiльки

шляхом спостереження за функцiонуванням цих смо пiд час моделювання.

2.1.5. Ре_ими роботи системи масового обслуговування

На практицiчасто доводитьсявивчати режимироботи смо, за допомогоюяких

описустьсядеякий виробничийпроцес або система обробки iнформацii Якщо

в системi пристрогдля обслуговуваннячас вiд часу виходятьз ладу, то вводиться

поняттярежим BiaMoBU. Пiд час дослiдження деяких систем треба брати до уваги

ще один режим - бпокивання обслиговивання, пов'язаний з тимчасовим перери­

ванням або сповiльненням процесу обслуговування.

Змтна режиму роботи емо може бути зумовлена зовнiшнiм впливом (на­

приклад, тимчасовою вiдсутнicтю деталей у технологiчному процесг, ремонтом

обладнання тощо) або виходом iз ладу деякого пристрою системи (наприклад,

блока живлення в комп'ютерi).
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2.2. Типи моделей систем масового

обслуговування

у теорй систем масового обслуговуваннярозглядаютьсятiльки такт емо, парамет­

ри ефективностiяких можнаотриматианалпичнов замкненомуабо числовомувиг­

лядi. Для позначеннятаких моделей емо часто використовуютьзапис, запропо­

нований Квнделом - X/Y/Z, де Х - розподiл часу прибуття надходження вимог,

У - розподiл часу обслуговування, а Z - кiлькicть пристрога для обслуговування.

Найпоширенiшою моделлю, яка розглядаетъся в теорц масового обслугову­

вання, е модель типу М/М/1. ця модель Ma€ттльки один пристрiй для обслугову­

вання (цифра 1), i в нiй процеси розподiлу часу надходження (перша буква м) та

обслуговування (друга буква м) е марювськими. Для такот моделi час мiж двома

надходженнями вимог до системи i час lх обслуговування мають експоненцiальнi

розподiли. Модель типу М/М/1 може використовуватися, паприклад. для моделю­

вання роботи однопроцесорно] системи або стандартного пристрою для введен­

ня-виведення iнформацil (магнггного диска, принтера тощо).

Модель типу D/D/1 - детермтнована, а модель D/M/1 - змiшана. Якщо вщомо­

стей про систему мало, ii модель позначаютьяк С/С/т - модель з будь-якими роз­

подiлами ймовгрностей випадкових величин i т пристроями для обслуговування.

у теорй масового обслуговування аналггичнт результати отримано тiльки для

моделей типiв D/D/1, М/М/1 i М/С/1. ДЛЯ визначення характеристик моделей

з iншими значеннями параметрiв емо потрiбно використовувати методи [мгга­

шйного моделювання.

у реальних системах не завжди можна описати закони розподiлу вхiдних по­

токгв вимог i часу ix обслуговування. Для lх визначення потрiбно вмiти оцiнюва­

ти характер робочого навантаження системи. Зокрема, у разi моделювання ком­

п'ютерноi системи треба знати, коли до системи надходять нов: завдання, скшьки

часу потрiбно для виконання процесором кожного з них, як часто програма звер­

таеться до пристрога для введення-виведення шформацп. Для цього треба розро­

бити дiаграму роботи системи, на яктй можна зобразити потоки вхiдних завдань

у систему, ресурси, до яких вони направляються, а також час обслуговування зав­

дань на цих ресурсах.

Якщо графiк робочого навантаження мае перюдичнтй характер, то гпд час спосте­

реження за роботою комп'ютера е можливiсть отримати представницьку вибгрку,

яку можна застосовувати для аналiзу показникiв ефективносп емо. Проте моде­

лювання з використанням такого опису робочого навантаження (сценарiю) дасть

змогу вщтворити пльки результати роботи комп'ютерноi системи в минулому.

На пiдставi цього не можна визначити, як працювагиме система в майбутньому,

Для того щоб спрогнозувати поведiнку системи в майбутньому, потрiбно вия­

вити закономiрностi та визначити один або кшька розподiлiв iмовiрностей, а не

використовувати необробленi данi, отриманi шляхом вимiрювання. Якщо для ви­

значення робочого навантаження на систему використовуються розподтли ймо­

вгрносп, а для аналiзу результатiв моделювання - вiдповiднi статистичнi методи,

то отриманi результати можна поширити на бiльший дiапазон робочих наванта­

жень, нiж шд час використання визначеного сценарiю.
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2.3. Формула Липла

у теорй масовогообслуговуванняважливе значеннямас формулаЛиттла (закон

збереженнястаиизнарнычергиу,яка дозволяеобчислюватисередню кiлькicтьви­

мог, що знаходятьсяв системi. Щоб отриматиформулуЛиттла,розглянемоСМО

загальнога виду, яку зображенона рис. 2.5 у виглядi «чорного ящика», i будемо
спостерiгати за ii вхiдними та вихiдними потоками вимог.

Вихiдний

попк
~

Вхiдний

~ c>---l емо I -caJ Or----
Рис. 2.5. емо загальнога виду

Процес a(t) - деякий випадковий процес надходження вимог до системи за

промiжок часу (О, t). Процес o(t) визначае вихiдний потiк вимог iз системи на

цьому ж промiжку. Вiдобразимообидва випадковихпроцеси у виглядi графiкiв,

наведенихна рис. 2.6.

Кшьыстъ вимог

б(t)

12

10

8

6

4

2
Ol-_~===~~-- ___

t, час спостереження

Рис. 2.6. BxiAHi та вихiднi випадковi процеси в емо

Кiлъкicть вимог, що знаходяться в системi в будь-який момент часу t, можна
знайти як N(t) =a(t) - O(t).

Заштрихована плаща мiж двома кривими y(t) визначаезагальнуроботу (добу­
ток кiлькостiвимог на час перебуванняix у емо) на промiжку часу (О, t), яка ви­

мгрюеться у вимогах за секунду.

Iнтенсивнicть надходження вимог до смо за час спостереження (О, t) можна
визначити як

"л.t = a(t) ,
t

(2.2)

а середнiй час перебування вимог у системi за той же промiжок часу як

т. = y(t)
t a(t) .

(2.3)

Середня кiлькicть вимог, що перебували в систем! за промiжок часу (О, t),

( 2.4)
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Використовуючи вирази (2.2)-(2.4), отримаемотаку формулу:

Nt = 'At:yt. (2.5)

Для того щоб емо була в стан! рiвноваги, потрiбно, що6 середнiй час перебуван­

ня вимог у системiбув бiльшимза середнiй час ix обслуговування.Припустимо,що

для емо, яка розглядаеться,л. = lim'At: i Т = Нш Тt, де л. - iнтенсивнicть надходжен-
t~ t~

ня, а Т - середнiй час перебування вимог у системi. У цьому випадку юнуе також

межа для середныл кiлькостi вимог, якi знаходяться в системi, то6то N = lirn Nt .

Тодi з формули (2.5) отримаемо формулу Литтла у такому виглядi: t~

N =л.т.

Отже, для будь-якого закону розподiлу промiжкiв часу мiж двома моментами

надходження вимог i будь-якого розподiлу часу ix обслуговування, кiлькостi при­

стротв для обслуговування та дисциплiни обслуговування середню кiлькicть ви­

мог, що знаходяться в емо, визначають через iнтенсивнicть надходження та се­

реднiй час пере6ування вимог у системi.

Тнтуггивне доведення формули Литтла базуеться на тому, що кiлькicть вимог N
у систем! в момент надходження ново! вимоги, буде такою ж, як i в момент, коли

вимога задишае систему. Це свiдчить про те, що емо перебувае в стан! ргвнова­

ги або сталому стан], тобто вимоги не можуть знаходитись у системi нескшченно

довго i завжди залишають li. Як бачимо, пiд час виведення формули Литтла нiяких

обмежень на тип емо немае. Можна, наприклад, вважати, що емо складаеться

пльки з одшет черги або з одного пристрою для обслуговування.

2.4. Одноканальнiсистеми масового

обслуговування

Розглянемо одноканальнуемо з одним пристроемдля обслуговуванняS i чер­
гою до нього q, яку зображено на рис. 2.7.

q s
Рис. 2.7. емо з ОДНИМ пристроем ДЛЯ обслуговування

Якщо позначитичерезw середнiй час пере6ування вимоги в черзi, то з форму-

ли Литтла можна отримати середню кiлькiсть вимог у черзi: -

Nq = л.w.

Якщо позначити середнiй час обслуговування вимоги в пристроi через х i роз­
глядати емо як гаку, що мае один пристртй, то, використовуючи формулу Лит­

тла, можна знайти середню кiлькicть вимог у пристрог для обслуговування:
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Для емо з одним ПРИСТРОЕМдЛЯ обслуговуваннязавжди мае мiсце ргвшсть

т =w + Х, де Т - середнiй час перебування вимоги в системi.

Коефцпент завантаження (коефцпент використання) пристрою для обслуго­

вування р можна визначити, якщо роздiлити iнтенсивнicть надходження вимог

до системи (л) на швидкгстъ обслуговування цих вимог у пристро: (ц.), то6то

л
р =~,

Jl
де

1
Jl =-=.

х

Тодi

р =лх, о ~p ~ 1.

Покажемо, що р - це ймовiрнicть того, що пiд час надходження вимоги до

системи пристрiй для обслуговування буде зайнятим. Розглянемо як задовгий

промiжок часу 1". Вiдповiдно до закону великих чисел, очiкувана кiлькiсть вимог

на промiжку часу 1" з iмовiрнicтю 1 буде приблизно дорiвнювати Л1". Позначимо

через Ро iмовiрнicть ТОГО, що В деякий випадковий момент часу вимога, що надiй­

шла, застане пристрiй вiльним. Тодi можна стверджувати, що на промiжку часу t
пристрiй буде зайнятим 1"(1 - Ро). Таким чином, з iмовiрнicтю 1 кiлькicть обслу­

жених за цей промiжок часу вимог буде дуже близькою до величини 1"(1 - ро)/х.

Якщо вс! вимоги, якi надiйшли за промiжок часу 1", вважати обслуженими, то

Л1" ~ 1"(1- РО).
х

Таким чином, маЕМО лх =1- Ро, якщо 1"~ оо, або р =1 - ро, тобто 3 iмовiрпicтю р

вимога застае пристрiй для обслуговування зайнятим, або р дортвнюе частцi часу,

протягом якого пристрiй був зайнятим.

Введемо коефщтент варiацii С як вiдношення стандартного вiдхилення СУх вiд

середнього значення до середнього значення х:

С = ах.

х

Для експоненцiального закону розподiлу коефппент варiацil С = 1, оскiльки х
i ах для цього закону дорiвнюють л. Для регулярного детермтнованого закону

розподiлy с= О (ах = О). Таким чином, для моделi емо типу G/G/1 з одним при­

СтрОЕМ i при довiльних законах надходження та обслуговування вимог середня

кiлькicть вимог визначаетъся як

_ р2 (1+ с2)
N=p+ .

2(1-р)

Цей вираз можна отримати [21], якщо вiдзначити, що кiлькiсть вимог, якi

залишилися в системi пiсля виходу деяко] вимоги, Е напiвмаркiвським процесом

з укладеним ланцюгом Маркова, який визначено в моменти виходу вимоги.
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Бикористовуючи результат Хiнчина- Полячека, можна отримати середнiй час пе­

ребування вимог у одноканальнiй емо за формулою

T=X[1+ P(1+C
2)l. (2.6)

2(1-р)J

Iз формули (2.6) видно, що середнiй час перебування вимоги в системi зале­

жить тiльки вщ математичного сподiвання i стандартного вiдхилення часу обслу­

говування. Таким чином, час чекання визначаеться як

хр(1 + С2)
W= .

2(1- Р)

Зазвичай потрiбно знати нормованийчас чекання:

Для моделей типу М/М/1

Для моделей типу M/D/1

W р(1 + С2)
=

Х 2(1- Р)

W Р=
х (1-р)

W Р--
х 2(1- Р)

Таким чином, система з регулярнимзакономобслуговуванняхарактеризуетъ­

ся середнiмчасом чекання,удвое меншим, нiж для системи з показовимзаконом

обслуговування.Це закономтрно,оскiлькичас перебуваннявимог у систем! та lх

кiлькicть пропорцiйнiдисперсй часу обслуговування.

2.5. Багатоканальнiсистеми масового

обслуговування

Аналiз багатоканальнихемо (з кiлькома однаковимипристроямидля обслуro­

вування) (рис. 2.8), на вщмшу вщ одноканальних, с набагато складнццим. За допо­

могою теорй масового обслуговування можна отримувати аналiтичнi залежностi

в замкнутому виглядi для розрахун:кiв характеристик роботи багатоканальнш емо

в стацiонарному режимi роботи, однак лише для моделi типу М/М/т. Для емо з

iншими законами розподiлу часу надходження та обслуговування вимог викори­

стовують числовi методи.

Вхiдний

попк

Вихiдний

попк

Рис. 2.8. БагатоканальнаСМО



2.5. 6агатоканальнi СИСТ8мИ масового обслуговування 59

Для системи, яка складаеться 3 т однакових пристрога для обслуговування,

коефцпент завантаження р = АХ/т. Для багатоканалъног емо значення р можна

трактувати як математичне еподiвання частки зайнятих пристрога.

Прикnад 2.1

Як прикладрозтлянемочасовудiаграмуроботи багатоканальногемо з двома пристроями

(ПР1 i ПР2) i двома позишями 1,2 для чекаиня в черзi (рис. 2.9). Час надходження вимоги

до системи i час, коли вона залишила систему, наведено поряд iз номером вимоги втдпо­

вщно в нижнiй i верхшй частинах рис. 2.9. Час спостереження за емо (Тел) становить 55 хв.

55

Час

ПРl

Вимоги, що I'il
отримали вщмову ~

Обслужен! Ш [1]1 [Е
вимоги t

13

ПР2

Позl

t-+-+-'
Поз2

Г+-+-+--1'8--F'f-'--+--

О I '6 8,1II~~~2J~ -~50+----~-
Ш [lJШJ[]] [5I§J [Ш§J ШJ [OJ ШJ [п]

Рис. 2.9. Дiаграма роботи багатоканальногемо

На основт цi€i' дiаграмирозрахусмозначсння деяких характеристикефективноспробо­

ти емо.

1. Тмовтршсть обслуговування ВИМОГИ:

Р = N06 = 10 =-~ О 83
06 N 12 "

де N06 i N - вiдповiдно кiлькiсть обелужених вимог i загальна кiлькiсть вимог.

2. Пропускна здатнiсть емо:

х = N06 =~ =О,18вимоги/хв,
г; 55

де Теп - час спостереження за системою.

3.IMoBipHicTb вiдмови В обслуговувашп:

Рвiд =Nиiд =~ = 0,166,
N 12

де NBiд - кшькють вимог, яким втдмовлецо В обслуговуваннз.

4. Гмовтршстъ того, що вимога заставе обидва пристрш вiльними:

н = ТВ iЛП =2 = о 05
о. т 55 "

сп

де ТВiлЬН - час, протягом якого обидва пристрог були вiльними.
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5. Гмовгрнтсть того, що обслуговуванням зайнятий тiльки один пристрiй iз ДВОХ:

п = Тз
1

+ Т} = 7 + 6 = О 236
'<1 Т. 55 ' ,

сп

де Тз
1, Т} - час, протягом якого були зайНЯТИМИ вiдповiдно перший i другий пристрог

6. [мовтрнютъ того, що обслуговуванням зайнятi обидва пристрог

Т1+2 39
р:! =_3_ =- =0,709,

.: 55

де Тз
1+2 - час, протягом якого обидва пристрог були зайнятими.

7. Середня кiлькiсть пристротв, зайнятих обслуговуванням:

13 39
Nпр =О . ро + 1· Ii + 2 .~ == 1· 55 + 2 . 55 =1,654.

8. [мовгрнтсть того, що В черзi вiдсутнi вимоги:

р,0 = Тч~р == (6 - О) + (16 - 13) + (30 - 27) + (35 - 33) + (55 - 39) = 30 == 0545
чер т 55 55 ' ,

сп

де Тч~р - час, протягом якого в черзi не було вимог,

9. Тмошршстъ ТОГО, ЩО В черзi € лите одна вимога:

р,1 =TJep =(6 - 4) + (11 - 9) + (18 -16) + (27 - 23) + (33 - 30) + (39 - 35) =.!2 = О 309
чер т. 55 55 ' ,

сп

де Тч~р - час, протягом якого в черзi перебувала лите одна вимога.

10. Гмовтрнгстъ того, ЩО В черзi знаходяться двi вимоги:

р'2 = Тч
2
ер == (9- 8) + (13 -11) + (23 -18) =~ =0145

чер Тсп 55 55 ' ,

де Тч~р - час, протягом якого в черзi було двi вимоги.

11. Середня кiлькicть вимог у черзi:

Nчер = О . ~~p + 1 . R!ep + 2 . ~~p = О + 1 . .!2 + 2 .~ =0,6.
55 55

12. Середнгй час перебування вимог у черзi:

10

Lt;ep

l:qep == j=N1 = О + О + 3 + 5 + 2 + 7 + 9 + 3 + 11 + О = 40 == 4 ХВ
06 10 10'

де tj
чер

- час перебування i-i: вимоги в черзi (i = 1,2, ...).

13. Середнiй час перебування вимог у черзi без урахування вимог, якi не чекали:

7

L4
чер

t = j=l = 3 + 5 + 2 + 7 + 9 + 3 + 11 _ 40 _ 5 7 4
-чер N

06
(-О) 7 - 7 - , 1 ХВ,

де N06(-O) - кiлькicть вимог, якi чекали в черзi.
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14. Середнiй час обслуговування вимоги пристроями:

10

~tr 92
taб = '=Jv. ::: 10 ::: 9,2 хв,

об

де tf - час обслуговування i-i вимоги в СМО (i::: 1, 2, ...).

15. Загальний середнiй час перебування вимоги в СМО:

Т::: taб + ~ep ::: 4 + 9,2::: 13,2 хв.

16. Середня кiлъкiсть вимог у системi обслуговування:

N::: Nпр + Nчер ::: 1,654 + 0,6::: 2,254.

На рис. 2.10 зображено пстограму часу надходження вимог до СМО та йога апроксима­

цiю за експоненцiалъним законом розподiлу (значення критерiю Колмогорова-Смирнова

для даноi вибiрки дортвнюе 0,1345275). На пстограмт видно, що кiлькicть вимог, якi на­

дiйшли до системи, € недостатньою для статистичного ошнювання, Тому ппотезу про

експоненшадьний закон розподiлy надходження вимог до СМО потрiбно вiдхилити.

Кiлькiеть

вимог

3

2..J..-J/VI--

Очiкуваний розподiл

о 12345 6 7 8 91011121314151617 t,XH

Рис. 2.10. Пстограмачасу надходження вимог до емо

Отриманi числовi значення показникгв СМО мають iлюстративнийхарактер i вказу­

ютъ на те, якi статистичнi данi необхiдно фiксувати в разi моделювання СМО, щоб визна­

чити li характеристикиефективносп.

у теорй масового обслуговуваннярозглядаютьсябагатоканалыпемо типу

М/М/т з т пристроямидля обслуговуваннядвох типiв:

+ з вщмовами, коли зайняп вс! т пристрога i вимога отримуе вiдмову в обслу­

говуваннт;

+ з чеканням, коли зайняп вс! т пристроiв i вимога чекас в черзi (кiлькiсть

мiсць чекання s), ЯКЩо в системi знаходиться т + s вимог i надходить нова ви­

мота, то вона отриму€ вiдмову.

Для кожного з цих двох випадкiв можна побудуваги системи диференшаль­

них рiвнянь, якi описують yci стани емо, а потiм розв'язатицi рiвняння за умо­

ви, що системафункшонуев стацiонарномурежимi. Наведемо основн! формули,

потрiбнi для розрахункiвпараметрiв емо типу М/М/т [41].
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1. Тмовгрнзсть того, шо вс! пристрог для обелуговування вiльнi:

якщо li < 1.
1

Во - -::---.............,~------
- m-1 сл:хi (лх)mI -- + --'-------'---­

k=O k \ (т-1)! (т-лх)

2. Тмовгршстъ того, що зайнято обелуговуванням k пристрога або в еиетемi знахо­

дитьея k вимог:

1 -5: k < т.

3. Тмоырнють того, що вс] пристрог зайняп (k ~ т). Позначимо цю ймовiрнicть

через я:

("л:х)mро
1t== ,

(т-1)\ (т-лх)

"л:х
-<1.
т

4. Тмовгрнтсть того, шо всз пристрог зайнятi обелуговуванням i s вимог знаходять­

ея в черзi:

5. Тмовгршстъ того, що час перебування вимог у черзi перевищуе деяку задану ве­

личину t

-~(m-li)t

P(w > t) == ле х

6. Середня довжина черги:

N _ "л:хРm

q - ( лх)2'
т 1--

т

7. Середня кiлькicть вiльних вш обелуговування приетроiв:

m-1 k
""т- -kNвiльн = L.J--("л:х) Ро·
k=o k!

8. Середня кiлькicть зайнятих обелуговуванням пристрогв:

Nnp = т - NBiJIJ>H'

9. Середнiй час чекання вим:огою початку обслуговування в еиетемi:

1tX
W ==---

т-лгг'

li
-<1.
т

Викориетовуючивищенаведенiформули, можна розрахуватипараметриСМО

типу М/М/т, а потiм порiвняти ix з результатами iмiтацiйного моделювання.
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2.6. Ос.нови дискретно-подiйногомоделювання

систем масового обслуговування

Бивчаючи роботу емо та розглядаючиалгоритми ix моделювання, можна ви­

значити, як побудованi базовi конструкцй дискретно-подiйних мов моделювання,

наприклад такт, як генератори вимог, пристрог для обслутовування, термшагори

вимог i хронолоriчнi списки подтй. Уci програмнi засоби iмiтацiйного моделюван­

ня дискретних систем включають засоби моделювання емо будь-яко] склад­

носп, Одна з перших мов iмiтацiйного моделювання GPSS спочатку також роз­

робляласьяк мова моделюванняемо.

Пiд час моделюванняемо необхiдновiдтворити1i роботу в модельному часi та

органiзувати збiр статистичних даних, потрiбних для обчислення показникгв ефек­

тивностi системи. Алгоритми моделювання можна побудуваги. використовуючи

формальнi моделi, описaнi в роздiлi 1.8.3, тобто шляхом тмггацй сташв модельова­

но! системи. Дискретно-подiйне моделювання грунтусться на принципi просу­

вання модельного часу вш подй до подй, якщо цi подй упорядковант у модельному

часi. Для реалiзацii цього принципу використовуються списки подтй, де кожнiй

подii ыдповтдае пiдпрограма обробки подй, яка викликаеться в разi 'ii настання.

2.6.1. Деякi визначення, потрiбнi пiд час моделювання'

систем масового обслуговування

Бизначимоосновш поняття i термiни, якi використовуються пiд час моделюван­

ия емо.

Об'ект - будь-який елемент або компонент смО, який мае бути заданим яв­

-но В моделi емо (наприклад, пристрiй для обслуговування, кшент, машина).

Список - множина (поспйна або тимчасова) пов'язаних мiж собою об'екпв,

упорядкована згiдно з певним логiчним правилом (наприклад, yci вимоги, як!

знаходяться в певний час у черз], упорядковант за принципом «перший прий­

шов - першим обслужили» або за прiоритетами).

Подiя - миттева змiна стану системи, наприклад прибуття ново! вимоги, або

закiнчення обслуговування вимоги в системi.

Повьдомлення про nодiю - iнформацiя про подiю, яка сталась або станеться,

i данi, необхiднi для обробки подй (запис про подiю мае включати iнформацiю

про тип i час подй).

Список nодiй - перелiк намiчених майбутнiх подiй, упорядкованих за часом lХ

виникнення, вiдомий також як список майбутнiх подiй (емп).

Дiя - операцiя, яка виконуеться протягом зазначеного промiжку часу (на­

приклад, час обслуговування або час мiж надходженнями вимог), для яко] вщом!

час початку i закiнчення (хоча цей час може бути визначено в термшах стати­

стичного розподiлу).

Затримха - тривалiсть невизначеного промiжку часу, для якого невщомо за­

здалегiдь, коли вгн закгнчуетъся (наприклад, затримка вимоги в черзi за прави­

лом ,*останнiй прийшов - першим обслужили», для якого початок обслуговуван­

ня залежить вш майбутнiх надходжень).
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Модельний час - позитивна зростаюча величина, яка вщображае перебiг часу

в iмiтацiйнiй моделi.

Годинник - змiнна, яка вщображае змшу модельного часу, уприкладах - го­

динник (CLOCK).
Дискретно-подьйнемоделюеання- це моделювання роботи системи в дискретш

моменти часу, коли настають певнi подц, якт вiдображають послiдовнicть змiн

cтaнiв системи в часi. Розглянyтi системи € динамтчними, тобто змiнюються в часi.

Тому стан системи, властиносп об'екта i число активних об'екпв, параметрiв, дiй

i затримок - функцй часу, якi постiйно змiнюються в процесi моделювання.

ДЛЯ СМО з одним пристроем для обслуговування подй вiдбуваються в мо­

мент надходження вимоги до системи i в кшш i'i обслуговування пристроем. Поча­

ток обслуговування - це умовна подiя, яка залежить вiд стану пристрою (зайня­

тий або вiльний) i числа вимог, шо знаходяться в черзi. Затримку iнодi називають

умовним очiкуванням, а дiю - безумовним. Дй в такiй системi характеризуються

часом мiж надходженнями вимог i часом ix обслуговування пристроем. Завер­

шення ди - первинна подiя, для керування якою в СМП умццуетъся повiдом­

лення. Керування затримкою пов'язане з умiщенням об'екта в iнший список, який,

можливо, вщтворюе чергу, де мае мiсце затримка до того часу, коли умови, що

склались у системi, дають змогу обробити вимоги. Закiнчення затримки iнодi на­

зивають УМОВ1l0Ю або вторинною подюю, але такт подП не зазначаються у вiд­

повiдних повiдомленнях про подii та не э'являютъся в СМП.

2.6.2. Простiр ставив системи масового обслуговування

На рис. 2.11 зображено дiаграму стантв СМО з одним пристроем для обслугову­

вання. На вхщ системи в моменти часу tj (j = 1, 8, ...) надходять вимоги. Момент

початку обслуговування вимоги пристроем позначено як tj, а момент заклнчен­

ня - tj. Момент виходу вимоги iз системи tjlfX сгпвпадае з моментом зактнчення

обслуговування вимоги пристроем tj. Якщо В момент надходження вимоги до

системи пристрiй для обслуговування зайнятий, то вона змушена буде чекати об­

слуговування в черзi, як, наприклад, вимоги пiд номерами 2, 4,5,6,7,8. Стан чер­

ги визначаетъсякiлькicтю вимог i позвшею кожнот з них у черзi. Пiд час звiль­

нення пристрою перша вимога з черги надходить для обслуговування. Таким

чином, простiр стантв СМО визначаеться станами пристрою для обслуговування

та черги. Змтна стантв системи пов'язана з подiями надходження ново! вимоги та

эайняттям або звiльненням пристрою для обслуговування. Стан черги також за­

лежить вщ стану пристрою для обслуговування. З кожною вимогою j асоцiйовано
кшька подiй: поява вимоги - cj, початок обслуговування - су, кiнець обслугову-

К Т . . u С {В П К} . - 1 2
вання - Cj. ОД1 впорядкована множина подти = Cj' Cj, Cj , J - , , ..., у модель-

ному часi t описуе поведтнку емо.

На рис. 2.12 процес обслуговування вимог у емо з одним пристроем для об­

слуroвування зображено бiльш детально. Оскшъки будь-яка послiдовнicть стангв,

упорядкована в часi, € процесом, то обслуговування вимоги в СМО низначаеться

як поcлiдовнiсть стантв емо на промiжку часу вiд моменту надходження вимо­

ги - tj до моменту tj, коли вона залишас систему.
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Рис. 2.11. Дiаграма станв емо з одним пристроемдля обслуговування

Пристрiй вшьний

t
Час

Процес

Рис. 2.12. Процес обслуговуваннявимог у емо з одним пристроемдля обслуговування

ПерсыркаумовизайнятосппристроюИЗ у моментнадходженнявимогиjвизна­

чае можливгстьi'i негайного обслуговування. ЯКЩО пристрiй зайнятий, то вимога

змушена чекати в черзi деякий час tJ = t} - tj (функшя дН ЧЕКАННЯ - d(tJ), яка
залежить вщ умови зайнятосп пристрою из). Час обс~говування визначаетъся

як tr = tj - t} (функшя дН ОБСЛУГОВУВАННЯ - d(tj ), яка пов'язана з умовою
звiльнення пристрою Изи), 3агальний час перебування вимог у емо t;ep = tJ + tr.
Тодi тривалicтьчекання в черзi е функшеюдii для черги, а тривалicтьобслугову­

вання пристроем залежить вщ функцii дii пристрою. Упорядкованi пари елементiв

(tJ, tr), j = 1, ..., 8, визначають процес обслуговування вимоги в емо, тобто про­
цес можна визначити як вжиттевий цикл» вимоги в емо.

Аналопчно, наприклад, можна визначити процес появи вимог у емо як упо­

рядкованi пари значень и, tJОЯВ), де j - номер вимоги, яка надiйшла до системи

для обслуговування, а tjОЯВ = tj - tj-1 (функшя дП НАДХОДЖЕННЯ - d(tjОЯВ),

яка пов'язана з умовою появи вимоги Uпояв). Умовою початку дН е умова перевiрки

стану системи (пристрiй зайнятий або вiльний, надiйшла вимога або нт). Отже,
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процес починаетвся тiльки тодi, КОЛИ змшюеться стан сиетеми та виконуються

функцй дil. Змiна стану визначаеться настанням певнот подй, а початок виконан­

ня функцii дН - здiйсненням певних умов.

Якшо пiд час змiни модельного часу щоразу перевiряти множину умов И =
= {Ипояв, ИЗ, ИЗВ} дЛЯ кожно! вимоги j, щоб почати деяку дiю iз множини D =

= {dJlORБ, dj, dJб}, j = 1,2, ..., то пари (И, D) теж описуватимуть поведiнку емо.

2.6.3. Приклад побудови модеni системи масового

обсnуговування

уявiмо магазин з одним продавцем, який одночасно € i касиром, Покупця, що

прийшов У магазин i застав продавця вiльним, негайно обслуговують. Продавець

переходить у стан «аайнятийь. Якщо пiд час обслуговування приходить iнший

покупець (покупш), то втн стае в чергу. Заюнчивши обслуговування, продавець

переходить у стан евшьнийэ.

Якшо в черзi € покупш, то продавець ,*вибира€» для обслуговування першого

з них. Черга зменшуетъся на одиницю. Bci iншi покупш в черзi, якщо вони е, змi­

щуються на одну позицiю вперед. За вiдсутностi покупшв у черзi продавець зали­

шаеться в сташ ,*вiльний» до приходу наступного покупця,

у табл. 2.1 наведено промiжки часу мiж приходами покупшв у магазин i про­
мiжки часу, потрiбнi для lX обслуговування продавцем, а на рис. 2.11 представле­

не '*ручне» графiчне моделювання емо з одним пристроем.

Таблиця 2.1. Параметриемо

Назва параметра
3начення за номером покупця

1 2 3 4 5 6 7 8

Час надходження ~BX 2 2 7 3 2 3 1 1,5

Час обслуговування tjоб 4 2 6 5 3 2 2 1

2.6.4. Алгоритм модеnюваннясистем масового

обсnуговування

Основою побудови моделi € об'ектний пiдxiд, який передбачае створення моделi

системи як множини об'екпв, шо вэаемодпотъ мiж собою. У цiй моделi можна

видiлити об'скти - вимоги (nО1CJjnцi) i деякий ресурс (R) - пристрiй для обслугову­

вання (статичний об'скт nродавецъ). Якщо вимога претендуе на ресурс, зайнятий

у даний момент часу, то вана стае в чергу. Черга також € окремим об'ектом - спи­

ском, пов'язаним з ресурсом. Для сисгеми обслуговування введемо також прави­

ло обслуговування -елерший прийшов - першим обслужили».

Пiд час моделювання для кожнот пари «вимога-ресурс» потрiбно з'ясувати,

як довго вимогаj буде використовувати ресурс R, тобто треба зазначити промг­

жок часу мiж моментами призначення ресурсу R вимозi j i звiльнення цього ре­

сурсу. Однак перш нiж ресурс буде призначено вимозij, на нього повинен надiйти

запит. у загальному випадку вимога може чекати в черзi до призначення ресурсу.
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Опишемо алгоритм роботи системи обслуговуванняз потляду на «житгевий

ЦИКЛ»> покупця, тобто вщ моменту його приходудо магазинудо моменту виходу

з нього. Оскiльки покупцi приходятьдо магазину безперервнопротягомдеякого

перiоду часу спостереженняза системою (час, упродовжякого моделюетьсясистема),

то потрiбно вщтворитипотiк покупшвшляхом ~створения» ix у моделi (генеруван­

ня в деякi моменти часу - моменпв ix приходудо магазину).Для створенняоб'екпв

nокуnецьвикористовуетьсяспешальнагцдпрограмагенерування(у моы GPSS [68]
цiй пiдпрограмi ыдповщае блок GENERATE). Наведемо алгоритм П роботи.

1. Створити динамiчний об'ект покипець. Такий об'ект - це структура даних, яка

включае в себе так! поля: номер покупця - j, момент його приходу - tj\ а та­

кож, якщо необхiдно, властивостi покупця або його атрибути, (наприклад,

прiоритетпокупця). Потрiбнотакож заплануватиподiю приходупокупцяjна

момент часу tjX, тобто записати повiдомлення про подiю в СМП.

2. 3апланувати наступну подiю для покупцяj - запит-призначення ресурсу R
(nродавець) на момент часу tjx. 3апланувати приxiд наступного об'екта - nо­

куnець j + 1, тобто визначити подiю приходу наступного покупця tj~1 + tjx.
Процес обробки вимоги ресурсом доцiлъно розподiлити мiж трьома гпдпро-

грамами.

Перша - це пiдпрограма запиту i призначення ресурсу R вимозi j (у мовт

GPSS цiй пiдпрограмi вшповщае блок SEIZE). Алгоритм ii роботи такий:

1. Якщо ресурс R (об'ект nродавець) може бути вiдразу призначеним для вимогиj,
то змiнитистан ресурсуR на «эайнягийь. 3апам'ятати момент початку обслуго­

вування вимоги tj i передати керування пiдпрограмi обслуговування вимогиj.

2. Якщо ресурс R зайнятий, то поставити вимогу j в черту до ресурсу R.

Друга - це пiдпрограма обслуговування вимогиj (у мовт GPSS цiй тпдпрогра­

Mi вщповгдае блок ADVANCE). Алгоритм ii роботи дуже простий. Бона повин­

на визначити подiю, яка насгае пiсля зактнчення обслуговування вимоги j як

tj = tJ + tjб (де t? - час обслуговування в пристроi), тобто створити повiдомлення
про подiю в СМП, дЛЯ того щоб передати керування пiдпрограмi звiльнення ре­

сурсу R вимогою j.
Третя - пiдпрограма звiлънення ресурсу R вимогою j (у мов! GPSS цiй тпд­

програмi вщповшае блок RELEASE). Алгоритм 1i роботи такий.

1. 3мiнити стан ресурсу R на ~вiльниЙ»>. Передати керування пiдпрограмi зни­

щення вимоги.

2. Перевiрити наявнicть у черзi вимог до ресурсу R. Якщо вони е, то вибрати ви­

могу з черги i запланувати для не! подiю запиту i призначення ресурсу R.

Пiдпрограма знищення вимоги (у мов! GPSS цiй пiдпрограмiыдпоыдае блок

TERMINATE) потрiбна для знищення структур и даних, яка створюеться для кожнот

вимоги.

Kpiм вищенаведених пiдпрограм потрiбна програма керування всгм процесом

моделювання (ПКМ), яка запускае процес моделювання i контролюс пересуван­

ня кожнот вимоги (ежиттевий цикл» пiд час моделювання шляхом виклику за­

значених пiдпрограм обробки окремих подтй. Iнше призначення цi€i програми -
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вести список упорядкованих у часi подги - СМП i просувати годинник модель­

ного часу вщ подii до подй. У мовт GPSS функцй ПКМ виконуе програмашгер­

претатор.

Список майбутнiх подiй мicтить iнформацiю про вс] подй, якi мають вшбу­

тись. Моделюванняз використаннямСМП гарантуе, що вс! подй вшбуватимуться

в хронолоriчномупорядку.

Плануваннянастаннякожноi майбутньоiподй означае, шо на початкукожнот

дii обчислюетъся(або встановлюеться,наприкладна основ! заданого статистично­

го розподiлу)ii тривалicть.Це необхiднодля того, щоб визначитичас закiнчення

дll i занести цю iнформацiю (у першу чергу тривалicть дй) у СМП. У реальному

свгп заздалепдь запланувати настання бiльшостi подiй неможливо, вони просто

вiдбуваються як, наприклад, випадковi вiдмови устаткування або випадковт при­

ходи покупшв. Пiд час моделювання для кожнот тако! подii потрiбно зазначити

кшцевий момент пов'язаног з нею деякот дii.

у будь-який визначений час моделювання с" СМП мicтить данi про вс] по­

передньо запланованi подй та пов'язанi з цими подтями моменти часу tf, tf, ....
у емп поди упорядковаш в хронолопчному порядку, тобто моменти часу на­

стання подiй задовольняють умови

Час t M
- це поточне значення часу моделювання (показання годинника мо­

дельного часу). На початку моделювання подiя, пов'язана з моментом часу tf,
€ майбутньою подтею, тобто ця подiя вщбуватиметъся першою. Пiсля того як по­

казання годинника, що вщображае моменти змiни стантв системи пiд час моделю­

вання, змiниться з t M на tf, запланованадля майбутньоговиконанняподiя ви­

дучаетьсяз емп i виконуеться пiдпрограма подii. Виконання шдпрограми май­

бутньоi подй означае, що вiдображено новий стан системи в момент часу t1' ,який
формуетвся на основ! попереднього стану моделi в момент часу tM i характеру

майбутньоi подй. У момент t1' зазначити вс! майбутнi подii неможливо, але про­

тягом всього процесу моделювання будь-яка запланована подiя одразу ж помiща­

еться в смп.

Пiсля того як нове вiдображення стану системи в момент часу t1' було моди­

фтковано, годинник модельного часу просувастъся до моменту часу tf настання

наступнотмайбутньоiподii i виконуеться пiдпрограма цi€i подii. Цей процес пов­

торюеться до закгнчення моделювання. Послiдовнicть дiй, якi потрiбно виконати

для того, щоб годинник модельного часу був переведений i вiдображався новий

стан системи, називаетъся алгоритмом, який плануе подii або перебiг часу вщ подii

до подii. На рис. 2.13 зображено структурну схему iмiтацiйноi моделi.

На початку моделювання (час моделювання ttf = О) пкм передае керування

пiдпрограмi генерування об'скпв, що визначае момент приходу першого покупця i
намгчае подiю залигу i призначення ресурсу R у СМП на момент часу t1' = tiX

• Ос­

кшьки iнших подiй У систем! не зафтксовано, модельному часу присвоюсться зна­

чення t;f, викликаються пiдпрограма генерування об'екпв i пiдпрограма запиту

i призначення ресурсу R.
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Звiльнення

смп

t;

Знищення

Рис. 2.13. Структурна схема iмiтацiйно"iмоделi

Пщпрограмагенеруванняоб'екпввизначаемайбутнюподiю - момент приходу

другого покупця t~X i призначае в емп настання цi€i подii на момент часу tfX + t2x
.

Пiдпрограма запиту i призначення перевтряе стан ресурсу R (продавця). Якшо

ресурс R вiльний, то вгн призначаеться першому покупцю, i стан ресурсу R змi­

нюеться на «зайнятийэ. Фтксуеться момент початку обслутовування вимоги l1
П

•

Керування передаеться пiдпрограмi обслуговування першого покупця,

Пiдпрограма обслуговування визначае подiю закiнчення обслуговування пер­

шого покупця як 11I< = l1П + l10б. Для цього в смп створюеться повiдомлення про

майбутню подло i керування передаетвся пiдпрограмi звшьнення ресурсу R пер­

тою вимогою в момент часу l1
П

•

Таким чином, тепер у емп € два елементи: один - з намiченою подтею появи

другого покупця на момент часу t2X
, другий - з нам]ченою подтею закшчення обслу­

товування першого покупця в момент часу l1I<. Якщо t2X < t;f', то годинник модель­

ного часу буде переведено на час t~ = t2X,
тобто буде викликано заново пiдпрограму

генерування об'екпв i згенеровано появу другого покупця. У цей же момент ча­

су tr викликаеться пiдпрограма генерування об'скпв, яка нампить у емп появу

третього покупця на час t~X, та виклик пiдпрограми запиту i призначення ресур­

су R, але оскшьки ресурс зайнятий обслуговуванням першого покупця, то друго­

го покупця буде поставлено в черту до ресурсу R.
у емп знову буде два елементи: один - з намiченою подгсю появи третього

покупця на час tgx, другий - з намiченою пошею закгнчення обслуговування першо­

го покупця на час 11I<. Якщо t~X > tf, то годинник модельного часу буде встановлено

на час tf = /f, тобто буде викликано пiдпрограму звiльнення ресурсу R першим

покупцем. Бона змiнить стан ресурсу R iз ~зайнятий»- на ~вiльний» i передасть
керування пiдпрограмi знищення вимоги. Потiм перевiрить, чи € вимоги В черзi

до ресурсу R i вибере другого ПОКУПЦЯ з черги, нампить для нього подiю для пiд­

програми запиту i призначення ресурсу R для другого покупця,

Викликана в цей же момент модельного часу tз пiдпрограма знищення лiквi­

дy€ структуру даних (посилання на адресу) першого покупця. Ця ж пiдпрограма,

якщо необхiдно, може обчислювати час перебування першого покупця в системi
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(tз
ер = tf - ttBX

) для подальшого статистичного оцiнювання часу перебування по­

купшв у системi.

Надалi життевий цикл iнших покупшв У системi вшбувагиметъся за описаним

вище алгоритмом.

Пiд час побудови алгоритму потрiбно зазначати час эактнчення процесу моде­

лювання за допомогою одного iз трьох способiв.

1. Моделювання закгичити пiсля того, як через модель пройдуть yci покупш,

згенерованi пiдпрограмою генерування об'екпв, наприклад 100. У цьому ви­

падку в емп пicля обслуговування останнього, сотого, покупця не буде жод­

но! эаплановано! подii.

2. Якщо попк покупшв вiд генератора необмежений (наприклад, генеруетъся не­

обмежений пуассонтвський поттк), моделювання можна закiнчити пiсля про­

ходження через модель визначеши кглъкосп покупшв, наприклад 1000. Для
цього в пiдпрограмi знищення треба поставити лiчильник покупшв i припини­
ти моделювання пicля проходження 1000 покупшв, У мовт GPSS такий лi­

чильникоргантзовустъсяза допомогоюкоманди START, за якою починаеться

процес моделювання.

З. Потрiбно змоделювати роботу системи протягом заданого пергоду часу, на­

приклад 480 хв. У цьому випадкупiд час змiни модельногочасу (м можнапро­

вадити порiвняння поточного часу зi значенням 480 хв. Як пльки значення

модельного часу буде бiльше або дорiвнюватиме 480 хв, моделюванняслiд

припинити.Однак цей спосiб може дуже сповiльнитироботу моделi, оскшьки

потребус цоспйно] персырки умови закшчення процесу моделювання. Тому

звичайно використовуютътакий спосiб. Генеруютьспешальнувимогу-таймер

за допомогою ще однпз пiдпрограмигенеруванняоб'скпв з намiченимчасом

входу в модель t BX
= 480 хв. Вимога-таймерпiсля генеруваннявiдразуж на­

правляетьсяще в одну пiдпрограмузнищення,в якгй ставлятьлiчильниквимог

на одиницю. За лiчильникомприпиняютьмоделювання.У цьому випадкуВ емп

весь час буде знаходитисьелементспискудля вимоги-таймераз моментомча­

су настання подii 480 хв. Як пльки цю подiю буде намiчено наступною, пока­

зання годинника модельного часу переводиться на час 480 хв, вiд лiчильника

вимог вшнлмаетъся одиниця i вгн приймае значення нуль, що i € ознакою закш­

чення моделювання.

у процесi моделювання збираетъся статистична iнформацiя про роботу мо­

делi пiд час кожного просування модельного часу. Це можуть бути шдомосп про

довжину черги, час перебування в черзi та пристрог для обслуговування, заванта­

ження або стан пристрою тощо. Для збору гнформацц створюеться спешальна

тпдпрограма, яка накопичуе й, а пiсля заюнчення моделювання видас у виглядi

стандартного статистичного звiту.

у мовт GPSS статистичнаiнформацiянакопичустъсяв стандартнихчислових

атрибутах i доступна в процесi моделювання пльки для зчитування. Доступ до

стандартних числових атрибутiв дае можливiсть керуваги процесом руху вимог,

наприклад обмежувати довжину черги або час перебування в черзi.



2.7. Мережi систем масового обслуговування 71

2.7. Мережi систем масового обслуговування

Вище у цьому роздiлi розглядалисьметоди аналiзу найпростiших емо. Проте

icнують системи зi складнiшою структурою - мережi, кожним вузлом яких е

окремт емо. За допомогою мереж емо моделюють 6агато типiв транспортних,

технолопчних та обчислювальних систем, процеси надання медичнот допомоги,

обслуговування пасажирiв та [н, Осо6ливий внесок у розвиток математичних

методiв у теорц мереж емо в 70-х роках ХХ сторiччя зро6или фахiвцi, якi займа­

лись моделюванням обчислювальних систем.

Аналiз мереж емо е на6агато складнппим, нiж окремих емо. Отримати ре­

зультати в замкненому виглядi можна лише для мереж з кiлькiстю вузлiв не 6iль­

ше трьох. За 6iльшо! кiлькостi вузлiв використовуються чисельнi методи, що знач­

но ускладнюе розрахунки. Кртм того, аналiз мереж емо можливий лише в тих

випадках, коли ймовiрнicнi процеси в мережах е ергодичними, незалежними i про­
тiкають за вiдомими законами розподiлу ймоырностей.

Yci потрi6нi для розрахункiв величини (наприклад, параметри розподiлiв i ргв­
няння, якi пов'язують цi величини) також мають 6ути визначенi кiлькiсно. Однак

на практицi зробити це не завжди вдаеться. Наприклад, шляхом вимiрювань па­

раметртв функцiонування реально! системи неможливо визначити, що тривалiсть

обслуговування запитiв - це ви6iрка значень з послiдовностi незалежних експо­

ненцiально розподiлених випадкових величин.

Операшйний аналiз, який розглядаеться далi, вперше 6уло запропоновано для

обчислювання показникiв ро60ТИ комп'ютергв i комп'ютерних систем [76]. Вгн

надае математичний апарат для аналiзу технiчних i економтчних систем 6агатьох

типiв i дозволяе легко визначити покаэники гх ро60ТИ. Операшйний аналтз з усгп­

хом можна застосовувати для валiдацil iмiтацiйних моделей та пошуку допустимих. . .
рццень ПlД час оптимального планування проведення експерименпв.

2.7.1. Загальнi BiAOMOCTi про мережi емо

У загальному випадку мережу емо можна зо6разити у виглядi графа, вершина­

ми якого € одноканальнi а60 6агатоканальнi емо (дуги визначають потоки пере­

сування вимог).

Найпроспша мережа утворюеться шляхом послiдовноro з'еднання кшькох емо

(рис. 2.14). Гаку мережу ще називають 6агатофазовою емо. Розртзняють замкнет

та роззмкнен: мережi. Для эамкнено] стохастичног мережi не тснуе зовнiшнiх дже­

рел вимог, тобто В нiй завжди знаходиться однакова кiлькiсть вимог, Замкнена

мережа iзольована вщ зовнiшнього середовища. У розiмкненiй мережi (рис. 2.14)
iснують джерела i стоки вимог.

Рис. 2.14. Розiмкнена мережаСМО

Найпростiшазамкненамережа,яку зо6раженона рис. 2.15, мае тiльки два вуз­

ли. Перший вузол мicтить М пристрога для обслуговування, а другий - N. Така
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мережа е вiдомою моделлю емо з вiдмовами та вiдновленням. Пристро] для об­

слyrовування М можуть виходити з ладу та вiдновлюватись iз заданими iнтенсив­

ностями у випадкоы моменти часу. У цт мережi постiйно знаходяться М вимог,

якi з'являютъся в разi вiдмови пристроiв обслуговування. Якшо пристрiй вихо­

дить з ладу, до бригади з N ремонтниками надходить вимога на його ремонт, пicля

завершения якоi пристрiй вщновлюе свою роботу. На рис. 2.15 це позначено зворот­

ним зв'язком вiд N пристроiв. Дана мережа може використовуватись i для моде­

лювання комп'ютерно! системи, яка працюс в режимi ~запит-ыдповщь». У такгй

системт користувач не надсилае нового запиту до системи доти, доки не отримае

вiдповiдi на попереднiй запит. 3апити обробляють будь-як] з N комп'ютергв, При­

кладами таких систем можуть бути автоматизованi системи продажу квиткгв, сис­

теми передавання транзакшй вщ касирiв у банку та гн,

Рис. 2.15. Найпростiшазамкнена мережа СМО

Мережаемо (рис. 2.16) мiстить К вузлш, а також N вимог. Кожний вузол може

мiстити один або кшька однакових пристроiв для обслуговування. 3 iмовipнiстю

(або частiстю) QOj вимоги надходять до будь-якого вузла в мережi емо, а з гмо­

вiрнicтю Qkj (j = 1,К) вимога, яка залишае вузол k, прямус до вузла j. Таким чи­

ном, кожна вимога в процесi обслуговування в мережi проходить кшька вузлiв.

Зовнппне середовище позначаеться як вузол О мережi. Якщо мережа замкне­

на, то вимоги вщ виходу надходять до входу (рис. 2.16, пупктирна лiнiя) i кшь­
кгсть вимог N у мережi не змгнюетъся.

Замкнена модель

----0----

K,N

j

----I.~~~
qOk QOj Qko Qjq

Рис. 2.16. Схематичнеэображення мережi СМО
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Усталому режим] ро60ТИ мережi для потокгв вимог справедлив! закони про

сумариз потоки (рис. 2.17):

qNЛN ЛN

Рис. 2.17. Розгалуженнята пiдсумовуванняпотоюв вимог вузла мережi

Для розрахункiв мереж емо викорисговуетьсятеорiя стохастичнихмереж,

яка грунтуетвся на марювських або натпвмаркгвськихпроцесах [21], але бiль­

шicть результатiв отримано тiльки для експоненшальних законiв розподiлу над­

ходження та обслуговування вимог. Операшйний аналiз [30], на вщмгну вiд тео­

рй масового обслуговування базуеться на моделюваннi логтки роботи системи.

Це дае змогу встановити просп залежностi мiж параметрами i показниками робо­

ти системи, не абстрагуючись вш процесiв гi функцiонування.

2.7.2. Операцiйнийаналiэ мере. систем

масового обслуговування

Операшйнийаналiз стохастичнихмереж базуетъся на таких положеннях:

+ yci припушения щодо властивостей вхiдних i вихiдних змiнних системи мож­

на перевiрити шляхом вимiрювань впродовж кiнцевого промiжку часу пара­

метргв функцiонування реальноi системи або li моделi;

+ у системi повинен icнувати баланс потоктв вимог: кiлькicть вимог, якi залиши­

ли систему протягом деякого пергоду спостереження, мае дорiвнювати кгль­

косп вимог, що надiйшли до системи за цей же перiод;

+ пристроi для обслуговування мають бути однорiдними, надходження вимог

вщ одного вузла до пппого не повиннi залежати вщ довжини черг у вузлах

i часу закшчення обслуговування пристроями.

Основне завдання операцiйного аналiзу стохастичних мереж полягае у визна­

ченнi таких покаэникш, як середнiй час перебування вимог в окремих вузлах

мережi, середнiй час завантаження пристрога у вузлах, середнi довжини черг до

вузлiв тощо,

Бiльшiсть результатiв операцiйного аналiзу стосуеться замкнених мереж, ко­

ли вимоги, якi залишають мережу, знову повертаються до Hei. Моделi замкнених

мереж можна застосовувати для дослiдження систем, якi працюють з переванта­

женням, тобто в яких завжди е черга вимог. У цьому разi можна вважати, що

замicть вимоги, яка залишила систему, до системи надходить iнша вимога з таки­

ми ж параметрами.
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Операцiйнi змiннi

Уведемо операцiйнi змiннi, значення яких можна отримати шляхом 6езпосеред­

нього вимiрювання параметрiв реальноi системи а60 в процесi 1i iмiтацiйного мо­

делювання:

• QOj - [моыршстъ (частicть) надходження зовнiшнiх вимог до будь-якого вузла

мережi, j = 1,К, де К - загальна кiлькicть вузлiв;

• Qkj - iMOBipHiCTb надходження вимог вiд вузла k до вузлаj, k = 1,К, j = 1,К;

• QkO - гмовгрнтстъ того, що пiсля закiнчення обслуговування у вузлi k вимоги

залишать мережу;

• Ak - кiлькiсть вимог, якi надiйшли до вузла k, k = 1,К;

• СJЧ - кiлькicть вимог, якi залишили вузол k i надгйшли до вузла j, k = 1,К,
j = 1,К;

• Bk - загальний час обслуговування вимог у вузлi k, k = 1,К;

• Т - загальний час спостереження за Системою а60 час моделювання.

Зовншгне середовище мережi позначимо як вершину з номером О. Тодi пара­

метри Aoj , CkO на6уватимуть вiдповiдно значень кiлькостi вимог, якi надiйшли до

вузлаj эзовнi, та вимог, якi залишили вузол k i мережу.
Вузол вважаеться зайнятим, якщо в ньому е хоча 6 одна вимога. Уведемо до­

датковi поэначення:

Для замкненог мережi виконуеться умова АО = Со.

Уведенi змiннi називаються основними операшйними змзнними. Шляхом най­

простiших операцiй над ними отримують операцiйнi змiннi, що виводяться (на­

приклад, iнтенсивнicть надходження вимог до вузла k визначаеться як Ak = Ak/T).
Серед цих операцiйнихзмiнних найчаспше застосовують

• коефцпент використання вузла k:

и - Bk .
k -т'

• середнiй час обслуговування у вузлi k:

• iнтенсивнiсть вихiдного потоку вимог вш вузла k:

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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+ вщносну частiсть перемiщення вимог мiж вузлами k i j:

Ckj
Ck '

Aoj

Т''J
k =0,

Використовуючи вирази (2.7)-(2.9), маемо

Uk = XkSk· (2.10)

Вираз (2.10) - це закон коефипента використання вузла, який виконуеться за

умови, що~ = Ck протяroм усього перiоду спостереження Т (у цьому випадку Лk= X k).

Операцiйнi эалежноетi

Основы результати операшйного аналiзу формуються у виглядi спiввiдношень мiж

операцiйними змiнними. Цi спiввiдношення грунтуються на гiпотезi про баланс

потокiв у мережi: кiлькicть вимог, що надтйшли до деякого вузла протягом тривало­

го перiоду часу Т, доргвнюс кiлькостi вимог, якi залишили цей вузол. Ця гiпотеза

визначае умови роботи мережi СМО в сталому режимi, тобто вважаеться, що ви­

моги завжди залишаютъ вузли мережi, або розглядаеться досить довгий перiод

часу Т. Баланс потокiв вимог тсиуе тiльки для деякого пергоду спостереження за

системою, але це дуже непогане наближення у разi тривалого пергоду часу т, тому

що вiдношення (Ak - Ck)/Ck зазвичай незначне.

Ппотеза про баланс дае змогу визначати залежнicть мiж операцiйними змiнни­

ми для кожного вузла мережi, а також записати ртвняння балансу потокiв вимог:

К

Х) = IXkQkj, j =О,К. (2.11)
k=O

Справедливiсть виразу (2.11) випливаеэ припущенняпро баланс потоюв вимог
К

У мер~жi, тобто Aj = Cj , бо r.Ckj = С, = Aj але за умови, що qkj = Ckj/Ck, знаходимо

С] = r.CkjQkj' Подшивши C:C~aHH€ спiввiдношення (лiву та праву його частини)

на з~~ний час спостереження Т, отримаемо вираз (2.11). Рiвняння (2.11) буде
мати единий розв'язок для замкненоiмережi у разi заданого значенняХо. Для ро­

зiмкненоi мережi рiвняння (2.11) будуть лiнiйнозалежними,однак i в цьому ви­

падку вони дають корисну iнформацiю про динамiку потокiв мережi.

За допомогою виразу (2.10) знаходимо продуктивнiстьвузла, тобто iнтенсив­

шсть, з якою вимоги залишаютьвузол k:

Визначаемо коефцпспт вiдвiдування вузла k вимогами:

Vk = X k .
ХО

(2.12)
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Рiвняння балансу потоку можна записати як еквiвалентну систему рiвнянь,

в якiй эамiсть iнтенсивностi потокiв використовуються коефцпенти вiдвiдування

кожного вуэла мережi.

Подiлимо лiву i праву частини виразу (2.11) на хо:

к

Vo= 1, Vj = QOj + 2,VkQkj, j = 1,К.
k'=1

Вираз (2.13) справедливий, якщо справедливе рiвняння (2.11).
Зв'язок коефцпенпв вiдвiдування та продуктивносп вузла визначаемо за фор­

мулою

Обчислимо середнiй час R перебування вимог у стохастичнiй мережi. Позначи­

мо час перебування вимог у окремих вузлах через Rk• Введемо ще одну операцiй­

ну змiнну Wk, яка дортвнюе сумарному часу чекання та часу обслуговування ви­

мог у вузлi k протягом часу т:

(2.14)

(2.15)

Середшй час перебування вимог у систем! R можна знайти через Rk i коефт­

шенти вiдвiдyвання окремих вузлiв вимогами, тобто

к

R = 2, VkRп·
k=1

Це загальний закон часу перебивання, який справедливий i в тому випадку, ко­

ли ппотеза про баланс потокiв не виконуеться.

Знайдемо середню кiлькiсть вимог у мережi N, яка визиачаетъся через серед­

ню кiлькiсть вимог у кожному вузлi nk,

де nk - операшйна змiнна, яку можна отримати зосновних операцiйних змiнних:

(2.16)

Для середнього часу перебування вимог у мережi справедливий закон Литтла,

тобто середнiй час перебування вимог у k-мy вузлi визначаетъся через середню

кiлькiсть вимог у ньому та iнтенсивнicть потоку:

(2.17)



(2.18)
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ОбгрунтуватиформулуЛиттламожна також iз застосуваннямоперацiйного

аналiзу.

3 виразу (2.16) знаходимо

Шдставляемоотриману операцiйнузмiнну в рiвняння (2.14):

~ _ nkT _ nk _ nk
- Ck - Ck/T - х,

Закон Литтла справедливий також для Bci€l мережi в цiлому. Пiдставивши

формули (2.12) i (2.17) у вираз (2.15), отримаемо

к nk х, 1 К N
R=L--=-Lnk=-'

k=1 Х, ХО Ха k=1 ХО

Покажемо, як можна використовувати основнт сшввшношення операшйного

аналiзу для визначення часу перебування вимог у замкненiй мережi (рис. 2.18).

Рис. 2.18. 3амкнена мережа СМО

Нехай €Мпристрош, час обслуговування вимоги кожним iз них - 2. Середнiй
час перебування вимоги в мережi визначаемо за формулою

м
R=~-2.

Ха
(2.19)

Вираэ (2.19) випливае з таких мгркувань, Середнiй час одного циклу взаемо­

дii, який включав час обслуговуваннявимоги в зовнiшнiй мережi та перебування

в одному з Мпристроiв, визначаеться сумою (2 + R). Якщо припустити, ЩО вико­

нуеться гiпотеза про баланс потокiв, то для заданого циклу справедлива формула

Литтла. Тому величина М = (2 + R)Xoмае визначати середню кiлькiсть зайнятих

пристрога або середню кiлькiсть працюючих пристрога для системи з вiдмовами.

Продемонструемо використання наведених спiввiдношень операцiйного ана­

лiзу на прикладах. Зображенi в них моделi мереж стосуються моделювання об­

числювальних систем, але зазначенi розрахунки мають загальний характер i де­
монструють можливостi операшйного аналiзу.
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Прикnад 2.2

Розглянемозамкненумережу,яка мае М = 20 пристроiв. Середнiй час обслуговування ви­

моги кожним пристроем Z = 25 с (рис. 2.19). Для вузлiв мережi 1, g, п ймовiрнiсть пе­

ремiщення вимог до вузла t становить вiдповiдно: Чи " 0,5; qgt = 0,7; qnt = 0,85, а коефщгенти
вiдвiдування цих вузлiв - yt = 12, Vg '" 17, Vn = 19. Бузол t завантажений на 50 %, середнiй
час обслуговування вузлом t вимог, якi надходять, становить 25 мс. Необхiдно знайти се­

реднiй час перебування R i середню кiлькicть вимог у мережi N.

t

Рис. 2.19. Приклад мережi емо

Визначаемо коефцпент вiдвiдування вузла t, використовуючи рiвняння балансу по­

токш вимог (2.13), записан! через коефщгенти вiдвiдування вузлiв:

vt =Ytq/t + "к lJgt + Vnqnt;

Vt = 12 ·0,5·17·0,7 + 19·0,85 = 34,05.

Знаходимо iнтенсивнiсть ХО надходження вимог у мережi:

ХО =Х! = Ut .

vt VrSt

у цей вираз входять вiдомi з початков их умов операцiйнi змiннi: и! = 50 % i 51 = 0,025 с.

Тодi отримаемо

ХО = 0,5 =0,587 вимоги/с,
34,05 . 0,025

3 виразу (2.18) знаходимо середнiй час перебуваннявимог у мережi:

R=~ -25 =9 072с.
0,587 '

Для визначення середньо! кiлькостi вимог у мережi скористаемося формулою Литтла:

N= нх;

N = 9,072 . 0,587 = 5,33 вимоги.

Таким чином, для дано! мережi знайдено середнiй час перебування i середню кiлькicть

вимог у мережi.

Прикnад 2.3

Розглянемомережу (рис. 2.20), до яко] надходять вимоги як вщ пристротв для обслугову­

вання (замкнена частина мережi, яка, наприклад, моделюс роботу термiналiв обчислю­

вальнот системи), так i ззовнi (пакетнi завдання, шо надходять до обчислювальног системи).
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ХО

Рис. 2.20. Мережа СМО. яка мае замкненута розiмкненучастини

Нехай мережамае 40 пристроiв для обслуговування (М = 40). Середнiй час обслугову­

вання вимог кожним пристроем Z = 15 с. Про мережу вiдомо так! данi (наприклад, у ре­

эультатi дослiдження реальноi обчислювальноi системи):
... середнiй час пере6ування вимог, якi надходять до мережi вiд 40 пристрога ДЛЯ обслу­

говування, дорiвнюе 5 с;

... середнтй час обслуговування будь-яко] вимоги у вуэлi t становить 40 мс;

... кожна вимога, яка надходить вщ кожного iэ М пристроiв ДЛЯ обслуговування, пород­

жуе 10 вимог, ЩО надходятъ до вуэла t,

... кожна вимога, яка надходить до системи ээовнi, породжуе 5 вимог, ЩО надходять до

вуэла t,

... эавантаження вуэла t становить 90 %.
Потрiбно виэначити нижню межу часу перебування у мережi вимог, як! надходять вiд

М пристроiв для обслуговування з iнтенсивнiстю вхiдного потоку ХО i вiд зовнiшнього

джерела вимог э iнтенсивнicтю Хр тобто виэначаються пропускною эдатнicтю вуэла t.
Пiд час роэв'язання цiеi эадачi эмiниi, що стосуються вимог, як; надходять вiд М при­

стротв для обслуговування, поэначатимемо згрочкою.

3 вираэу (2.19) знаходимо Ха =M!(Z + R). дек - середнiй час перебування вимог, яю на­
дiйm.ли до мережi вiд 40 пристроiв для обслуговування. Тодi X~ =40/(15 + 5)=2 вимоги'/с.

Iнтенсивнiсть потоку вимог до вуэла t визкачаемо як суму [нтенсивностей потокгв ви­

мог вiд пристроiв для обслуговування та iнтенсивностi потоку эовнiшнiх вимог, тобто

(Х; + ХJ. Тодi, эriдио з виразом (2.11), можна эаписати X~ + Х, =Ut/St, або (~ + Хд::=
== 0,9/0,44 =22,5 вимоги/с.

Викорисговуючи формулу (2.12), энаходимо х; = v;~ i X~ =10·2 = 20 вимоги/с.
3вiдси Х, = 2,5 вимоги/с,

Тепер можна энайти iнтенсивнiсть вхiдноro потоку зовнiшнiх вимог до мережi:

Х _Xt
0- ~'

Хо =255 ~ 0,5 вимоги/с,

Припустимо, що початков! умови эмiнилися та iнтенсивнiсть вхiдного потоку эовнiш­

нгх вимог эбiльшилася втричi, тобто Ха = 1,5 вимоги/с. Тодi Х, == V~o == 7,5 вимогиу'с.

Якщо середнiй час обробки вимог у вуэлi t не эмiнився, та при эавантаженнi вуэла t на

100 % максимально можлива iнтенсивнiсть обслуговування вимог у вузлi t становитиме

1/St = 25 вимоги/с. Таким чином, iнтенсивнicть обслуговування вимог у вузлi t (пристроя­
ми для обслуговування, як] энаходяться у вузлi t) не може перевищувати (25 - 7,5) =

== 17,5 вимоги/с,
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3 ОГЛЯДУ на це маЕМО

• Х; 17,5 5
ХО =:; -. ~-- = 1,7 вимоги/с.

"t 10

Отже, згiдно з виразом (2.18), нижня межа часу перебування вимог у мережi, якi надхо­

дять вiд 40 пристрога для обслуговування, становлять

• М 40
R =:;--Z~--15=:;7,9c.
~ 1,75

Таким чином, збiльшення iнтенсивностi ПОТОКУ зовнiшнiх вимог У 3 рази призведе до

збiльшення середнього часу перебування вимог у мережi, якi надходять вщ 40 пристрога

для обслуговування, на 2,9 с.

2.7.3. Аналiз вузьких мiсць у мережi

Пошуквузькихмiсць У мережi Е важливимаспектоманалiзу li роботи. Вузьке мтс­

це УТВОРЮЕТЬСЯтим вузлом мережг,коефцпентзавантаженняякого наближаеться

до одиницi. У цьому вузлi СТВОрЮЕТЬСЯ велика черга вимог, яка за умови И ~ 1
стае нескiнченною, тому мережа переходить у неспйкий режим роботи. Такий

вузол стае «насиченим» вимогами. За впливом вузьких мicць У мережi визнача­

ють "ii пропускну здатнicть. Тому пiд час аналiзу роботи мережi потрiбно особли­

ву увагу придiляти пошуку таких мicць.

Покажемо на простому прикладi, як вузьке мicце впливае на пропускну здат­

иicть мережi. Розглянемо трубопровiд, в якому Е труби рiзного дiаметра, що достав­

ляють воду споживачу. Зрозумiло, що споживач не отримае води бiльше, нiж li
може пропуститивузька труба. Це так званий ефект вузько! шийки. Тому пiд час

аналiзу таких систем велике значення мае балансуванняпотокiв у мережг, тобто

знаходженнятакого балансупотокiву вузлах, при якому середнiйчас перебуван­

ня в мережi Е мiнiмальнимабо li пропускназдатнiсть максимальна.
Наведемоспiввiдношення,яке ПОВ'ЯЗУЕкоефцпентивикористаннявузлiв з кое-

фппентамивiдвiдуванняцих вузлiв:

и, VkSk
-=--, }, ь -л.к.
и, ~Sj

Якщо пристрiй k буде -енасиченимэ вимогами, тобто його коефппент викори­

стання становитиме приблизно 1,то пiд час виконання riпотези про баланс пото­

кгв iнтенсивностi вихiдного потоку та обслуговування будуть практично збiга­

тись, тобто

1
X k = з,' якщо

1
х, <­

Sk'

у разi збiльшення кiлькостi вимог, якi одночасно обслуговуються в мережi,

першим досягне насичення той вузол d, що буде мати максимальне значення ве­

личини ViSi' i =1,К тобто



2.7. Мережi систем масового обслуговування 81

у випадку збiльшення кiлькостi вимог значення коефгшента використання иd

дортвнюе приблизно 1 i Xd =1/Sd. Оскiльки XO/Xd =1/Vd, то

Таким чином, у разi великот кiлькостi вимог N вихiдний потiк вимог Biд мере­

жi повнiстю визначаетъся вузлом d, що € вузьким мiсцем.

Визначимо мiнiмальний середнiй час перебування вимоги Ro, якщо В мережi

€ лише одна вимога, через коефппенти вiдвiдування окремих вузлiв i час обслуго­

вування у вузлi:

На рис. 2.21 зображено графiк залежностi продуктивностi мереж! вш кiлькостi

вимог. У разi збiльшення N iнтенсивнiсть ХО монотонно эросгае до граничноi

асимптоти 1/VdSd ,тобто доти, доки на цю iнтенсивнicть не почне впливати потен­

цiйне вузьке мicце вузла d. На рис. 2.21 через N' позначено кiлькiсть вимог, за

яко! вузьке мicце ще не впливае на пропускну здатнicть мережi.

Для замкненоi мережi з кiлькiстю пристрога М = 1 час перебування вимоги

в мережi К =RO. у разi збiльшення М потiк вимог вщ мережi зростатиме, але не

перевищуватиме ХО = 1/VdSd. Таким чином,

Отже, у випадку збiльшення М середнiй час перебування вимоги в мережi мае

асимптоту MVdSd - Z На рис. 2.22 зображеио залежнiсть середнього часу перебу­

вання вимоги в замкненiй мережi вщ кiлькостi пристрога М. Асимптота, яка ство­

рюс вузьке мiсце в мережi, перетинае вгсь абсцис у точцi Md =Z/VdSd.

Середня пропускна R, с
здатнicть мережi

м

I,,,,
I

I

I
I

I
I,

I '
I I

I I
I I

I I

-----~----,~---------------

М·J

Рис. 2.22. Залежнiстьчасу
перебуваннявимог BiA кiлькостi

приетро"iв у замкненiй мережi

Ro

N

----- -

1

Ro

1 N*

Рис. 2.21. Графiк эалежносп

продуктивноспмережi

вiд кiлькостi вимог

продуктивнicть,

вимогиус

Вищезазначенийпiдхiд до пошуку вузьких мicць У мережь € досить простим.

Покажемо це на прикладах.
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Прикnад 2.4
Розрахуемохарактеристикизамкненог мережi, зображеноi на рис. 2.23, де наведено зна­

чення операшйних змiнних Sk' qkj i Z.

qI2=O,55~

Г 5,=:,08,

f--'------~ qlз=О,4~

51= 0,05 с 5з = 0,04 с

z= 20 с

Q10 = 0,05

Рис. 2.23. Приклад мережi емо

3апишеморiвняннябалансупотокiввимогдля коефппснпввiдвiдуванняцiеl мережi:

Vo = 1 = Q10Vl = 0,05 V1;

V1 = Vo+ V2 + Vз;

V2 = q12 У1 = 0,55 У1 ;

Vз = q1ЗУ1 = 0,4 У1 .

Розв'язавши цю систему ргвнянь, отримаемо

V1 = 20, V2 = 11, VЗ = 8.

Обчислимо значення V~k для кожного 3 вузлiв мережi:

V1S1 = 20 . 0,05 = 1 с,

V2S2 = 11 . 0,08 = 0,88 с,

VзSз = 8 . 0,04 = 0,32 с.

Таким чином, мiнiмальний середнiй час перебування однi€i вимоги в мережi Ro = 1 +
+ 0,88 + 0,32 = 2,2 с. Оскiльки V1S1 > V2S2 > VзSз, то потенцiйним вузьким мiсцем у мережi

е перший вузол.

За допомогою методу операцiйного аналiзу можна знайти вщповщь, наприклад, на так!

запитання.

1. Яка середня кiлькiсть пристроiв М дЛЯ обслуговування вааемодте з мережею протягом

усього часу спостереження? Нехай за допомогою вимiрювань визначено, щоХО = 0,715 ви­

мот/с, а середнтй час перебування вимоги в мережi становить R =5,2 с.

3riдно з формулою (2.19) маемо

М = (R + Z)Xo = (5,2 +20) . 0,715 = 18 пристроiв.

2. Чи можна забезпечити середнiй час перебування вимог у мережi, який дорiвнюватиме 8 с,

якщо кiлькiсть пристроiв для обслуговування становить ЗО? Чому повинен дортвню­

вати максимальний середнiй час обслуговування вимоги в першому вузлi, щоб це стало

можливим?

3riдно з формулою (2.19) маемо:

R ~ М _ Z :::; 30 _ 20 :::; 1О с.
ХО 1
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Таким чином, у разi взасмодй3 мережею 30 пристрога для обслуговування середнiй час

перебування вимоги в нiй становитиме понад 1О с.

Позначимо через ~* допустимий середнiй час обслуговування вимоги. Тодi можна за­

писати

MVtSt* - Z ~ 8 с; s,* ~ 0,047 с,

т06то максимально можливий середнiй час 06слуговування вимоги у вyзлi 1 становить 0,047 с.

для цього випадку на рис. 2.24 зображено графтки для асимптоти середнього часу об­

елуговування вимог.

о 21 22 23 51 63 м

Рис. 2.24. Графiки для середньогочасу обслуговуваннявимог

Приклад 2.5

Припустимо, що в мережу, кртм вимог вiд пристрога для обслуговування, надходятъ ще

i вимоги вщ вузла 3 (рис. 2.25). Параметри, позначенi штрихом, характеризують вимоги

вузла 3. Вимiрювання, якi провадились для реально] обчиелювальноi системи, працюючо]

в режимi езапит-евщпоыдьь, свiдчать, що вузол 3 завантажений практично повнicтю, а час

вiдповiдi системи доргвнюс 7 с. Як у цих умовах завантажений вузол 1 i якого значения

набувас величина ХЬ?

q12 = 0,55r=
qlЭ =0,4

г : 20 с

51 =0,05 с

51=0,01 с

L... _

Ql0= 0,05

5з= 0,04 сl
I

5з = 0,1 с I
I

----------, ХО

Рис. 2.25. Приклад мережi СМО

На рис. 2.25 видно, що Vt' == VЗ == 1. 3вiдси Vt'S1 == 0,01 с, Vэ'5з == 0,1 с. Таким чином, потен­

цiйно вузьким мтспем для вимог вузла 3 е сам вузол 3.

М 25
ХО ==-- = == 0,924 вимоги/с.

R+ z 7 + 20

Оскiльки ХО = ХэfVз == Х1М, ,то ХЗ = 7,392 вимоги/с , Х1 = 18,48 вимоги/с,
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3авантаженicть вузла 3, що створюеться вимогами вiд пристротв для обелуговування,

мас двi складов] вiд рiзних потокiв вимог. Для першого потоку

ИЗ = Хз5з = 7,392 . 0,04 = 0,296.

Для другого потоку завантаженicть цього вузла ИЗ =0,704.
Оекiльки вимоги вiд вузла 3 циркулюють у замкненому конгурт. то за умови замкну­

тост! мережi маЕМО

Х{ =Хз =ХО = ИЗ = 7,04 вимоги/с.
5з

Визначимо коефппснт викориетання вузла 1:

~ + И{ :::: X 1St + X{S{ =18,48 . 0,05 + 7,04 . 0,01 = 0,994.

Таким чином, розраховано завантаженiсть вузла 1 та iнтенсивнicть потоку ХО .

8иеновки

.. теорiя масового обслуговування визначае залежнicть мiж параметрами по­

токгв вимог, кiлькiстю пристрога обслуговування i lХ продуктивнicтю, а також

мiж режимами функцiонування емо та 1i ефектившстю.

.. Основн! теоретичнiрезультатитеорй масовогообслуговуванняотриманодля

систем, в яких процеси надходженнята обслуговуваннявимог е марктвськи­

ми та напiвмаркiвськiми.

.. Замкненамережаемо - це iзольована вщ зовнiшнього середовища мережа,

для яко! не гснуе зовншппх джерел i стокгв вимог.

.. Розiмкненамережа емо - це мережа, в якiй вимоги, що обробляються при­

строями обслуговування, можуть надходити iз зовнiшнього середовища або

спрямовуватись до нього .

• Операцiйний аналiз е методом дослiдження мереж емо, в основ! якого ле­

жать операцiйнi змiннi. Основн! результати операшйного аналiзу формують­

ся У виглядi спiввiдношень мiж операцiйними змiнними.

.. Умови функцiонуваннямережi емо визначав гiпотеза про баланс потокiв

у мережi: кiлькiсть вимог, що надiйшлидо деякого вузла протягомтривалого

пергоду часу, доргвнюе кiлькостi вимог, якi залишили цей вузол.

Контрольнi запитання та завдання

1. Розгляньте потiк Ерланга г-го порядку. Як розподiляються промiжки часу мiж

сусiднiми вимогами? Пояснiть, чому. До якого розподiлу буде наближатись

розпошл Ерланга у разi збiльшення параметра r? Який розподiл матиме час

надходження вимог, якщо r прямуе до нескiнченностi?
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2. Розгляньте К незалежних джерел вимог, для кожного з яких промiжки часу

мiж сусiднiми вимогами розподiленi за експоненцiальним законом з парамет­

ром Лk, тобто кожне джерело е пуассонiвським. Розгляньте сумарний попк вщ
к

ycix джерел i доведiть, що цей попк теж е пуассонiвським з параметром А = L /\.k'
k~1

3. Розгляньте об'сднаний потiк вимог iз попереднього завдання i припустiть, що
тепер його потрiбно розбити на кшька потокгв. Нехай р - де ймовipнiсть того,

що деяка вимога з об'еднаного потоку буде вiднесена до пiдпотоку з номером k.
Якщо iнтенсивнiсть сумарного потоку доргвнюе Л вимог за одиницю часу i ймо­
втрносп Р вибираються довiльно, то кожний з пiдпотокiв створюе пуассонтв­

ський процес з iнтенсивнiстю л'р. Покажпь це.

4. Пояснiть, чому система типу D/D/1 за умови р = 1 працюв всталому режимi

й не мае черги, а система типу М/М/1за умови р = 1 переходить у несташенар­

ний режим, i черга росте до нескiнченностi. Що буде за умови накладення 06­
межень на довжину черги для системи типу М/М/1? У цьому випадку при

будь-якому спiввiдношеннi значень для iнтенсивностi надходження вимог А

i швидкосп обслуговування ~ ця система працюватиме в сталому режимi.

Покажiть це.

5. З огляду на життев! ситуацii наведiть кiлька прикладiв, якi iлюетрують роботу

емо. Розгляньте так! варiанти:

а) вимоги надходять до системи обслуговування по однiй;

б) вимоги надходять до системи обслуговування пакетами;

в) порядок надходження вiдомий заздалепдь:

г) надходження повнiстю випадкове:

д) джерело вимог невичерпане або обмежене;

е) юнуе тiльки одна черга або кшька черг;

ж) час перебування в черзi обмежений;

з) обслуговування виконуеться у двi фази.

Назвiть для наведених вами прикладiв три-п'ять важливих характеристик, якi

потрiбно було б розрахувати або вимiряти для цих систем. За яких умов можна

вважати вхiдний потiк вимог пуассонiвським?

6. Опишiть, яким чином потрiбно змiнити роботу алгоритмiв моделювання, опи­

саних у роздiлi 2.6.4, щоб урахувати:

а) обмеження, накладен! на довжину черги;

б) обмеження, накладенi на час перебування в черзi;

в) наявнicть т однакових пристро'iв для обслуговування вимог,

Пiд час реашзацй алгоритму для третього варшита розгляньте визначення од­

ного iз вiльних пристроiв У порядку наданих 1М номергв 1, 2, ...,т i у випадково­

му порядку. Пояснiть, чому для першого способу визначення шльних приладтв

lX завантаження буде рiзним.

7. Продовжiть моделювання процесiв обслуговування в магазин! методом, описа­

ним у роздiлi 2.6.2, до 20 вимог, задавши довiльне значення часу ~'iа;::хсджсння
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та часу обслуговування вимог. Побудуйте за допомогою програми Ехсеl або

пакета ST ATISTICA пстограму часу перебуваннявимог у черзi.

8. у якому випадку потiк вимог з мережi (див. рис. 2.14) буде пуассонiвським?

Пояснiть чому.

9. Якi складноси виникають пiд час розрахункiв мереж СМО?

10. Для розрахункiв яких СИстем можна застосовувати операцiйний аналiз?

11. Сформулюйте ппотезу про баланс потокiв у мережi СМО. Пояснпъ, як 11 мож­
на використовувати пiд час розрахункiв рiзних емо.

12. На рис. 2.26 зображено графiк спостереження за роботою емо з одним при­

СТрОЕМ для обслуговування протягом 20 с й роботи. Проведенi вимiрювання

показали, що А, = 7 вимогам; В, = 16 с; С; = 10 вимог, Як видно на графiку, nj(O) =

= 3 вимог i nj(20) = nj(O) + Aj + С; = О. Потрiбно знайти вихiднi операцiйнi

змiннi: коефгшент завантаження П; продуктивнicть Х; сумарний час чекання

W j та обслуговування Sjвимог, середню довжину черги N i середнiй час перебу­

вання вимоги в смо.

6

5

4

3

2

5 10 15 20 t, с

Рис. 2.26. Графiк спостереженняза работою емо

13. Деяка виробнича дiльниця мае L верстапв, якi працюють 24 год на добу Н дiб.

Будь-який з верстапв може вийти з ладу в будь-який час. Якщо верстат зла­

мався, йога зaмiнюють iнши:м, резервним. а зламаний направляють для ремонту

в майстерню. Вiдремонтований верстат повертають до роботи.

У майстернi Е три спецiалiзованi дiльницi для ремонту верстапв. Технолопч­

ний цикл ремонту починаеться на дiльницi дiагностики, де визначаються при­

чина виходу з ладу верстапв та необхiдний вид ремонту. Дтагностика тривас

А 1 ±В1 год (розподiл - ртвномгрний). Ремонт виконуеться в механiчних i елек­
тричних майстернях. За статистичними даними, отриманими за результатами

аналiзу виходу з ладу верстапв, 75 %випадкiв становить вщмова електричного

обладнання верстапв, а 25 % - механiчного. Дiагностикою зайнято т1 робiт­

никiв, ремонтом механiчного обладнання - т2. а ремонтом електричного об­

ладнання - тз робiтникiв.



Контрольнi запитання та завдання 87

Досвiд експдуатацйсвiдчить, що на дiагностикувитрачаетьсяА 1 ± В1 ГОД, на

ремонт електричного обладнання верстата - А2 ± В2 ГОД, а на ремонт ме­

ханiчного обладнання - Аз ± Вз год (розподiл - ргвномгрний). Якщо верстат .
ВИКОрИСТОВУЕТЬСЯ у виробництвi, час напрацювання на вщмову мае експо­

ненцiальний розподiл з параметром Тгод. Час для перевезення верстапв iз це­

ха в майстерню та в зворотному напрямку незначний, i його не враховують.

Мiж робiтниками в майстернi немае нiяких вiдмiнностей, як i мiж верстатами.

Керiвнику необхiдно визначити, скшьки робiтникiв треба найняти для роботи

в майстернi на кожнiй дiльницi, щоб мiнiмiзувати час ремонту обладнання.

Час спостереження за системою - Ндiб. Необхшнт данi наведено в табл. 2.2.

Таблиця 2.2. Параметри моделюванняроботи майетернi

50 160 2 ± 1 30 ± 10 45 ±5

н

360

14. У касовому залi з продажу квиткiв на лiтаки працюе 20 касирiв, кожний за

свотм термiналом. Термгнали пiдключено до двохпроцесорного кластерного сер­

вера, який обробдяе запити кшенпв на будь-якому з двох процесоргв. Серед­

нiй час обробки запиту процесором становить 1О С. Кожний касир працюе iз

системою в режимi -еэапиг-зцдповщь», тобто не посилае новий запит, доки не

отримае вiдповiдь на попереднгй. Середнiй час введення запиту касиром ста­

новить 30 с. До касирiв постiйно Е черга кшенпв, 3найдiть середнiй час вщ­

повiдi системи на запит кшенпв, Побудуйте залежнicть цього часу вш кiль­

косп працюючих касирiв, яка може змiнюватись вщ 1 до 20 чоловiк.



P03Ain 3 

Mepe>Ki neTpi 

• ct>opMalli30BaHe B~3Ha~eHH~ Mepe)l( neTpi 

• MOAeJlIOBaHH~ A~HaMi~H~X C~CTeM 3a AonOMorolO Mepe)l( neTpi 

• P03w~peHH~ MO>K11~BOCTeVi eJleMeHTiB Mepe)l( neTpi AfI51 MOAeJlIOBaHH~ 

Mepe)Ki IIeTpi - u;e MaTeMaTH"'ma MO,ll;eJIb, HKa IIIHPOKO BHKOPHCTOBY€TbCH ,ll;JIH 

MO,ll;eJIIOBaHHH ,ll;HHaMi"llHHX CHCTeM 6araThOX THrriB. Mepe)Ki IIeTpi 3arrporrOHYBaB 

KapJI .A,[(aM IIeTpi Y CBOlH .llHCepTau;ii B 1962 pou;i, i 3 "lIaCOM BOHH CTaJIH O,ll;Hi€IO 3 HaH-

6iJIhili 3PY"lIHHX MaTeMaTHtIHHX KOHCTPYKU;iH ,ll;JIH rrpe,ll;CTaBJIeHHH MO,ll;eJIdI CKJIa,ll;HHX 

rrpH"lIHHHO-HaCJImKOBHX CHCTeM. 3a ,ll;OrrOMOrOIO Mepe)K IIeTPi .llOCHTb JIerno 6Y,ll;YBaTH 

MO,ll;eJIi 6Y.llb-HKHX aCHHxpOHHHX, rrapaJIeJIbHHX i p03rro,ll;iJIeHHX CHCTeM. 

BHCOKHH piBeHb cpopMaJIi3au;il Mepe)K IIeTPi [26, 45] ,ll;a€ 3MOry JIerno 6Y.llYBaTH Ha 

Ix OCHOBi aJIropHTMH i rrporpaMH MO,ll;eJIIOBaHHH . .HK MaTeMaTHtIHHH iHcTPYMeHT Mepe­

)Ki IIeTpi MO)KHa BHKOPHcToBYBaTH .llJIH orrHcy piBHHHb CTaHiB, aJIre6pHtIHHX piBHHHb 

Ta iHillHX MaTeMaTHtIHHX MO,ll;eJIeH, IIlO KepYIOTh rroBe,ll;iHKoIO CHCTeM. KpiM Toro, BOHH 

€ ,ll;OCHTb 3PY"llHHM iHcTpYMeHToM ,ll;JI5I aHaJIi3Y Ta aBToMaTH3au;iI rro6Y,ll;OBH rrporpaM 

iMiTauiHHoro MO,ll;eJIIOBaHHH. 

B €Bporri icHy€ .llBa rrpOBmmIX u;eHTPH, ,ll;e 3aHMaIOTbC5I rrp06JIeMaMH MO,ll;eJIIOBaHH5I 

CHCTeM Ha OCHOBi Mepe)K IIeTPi, - y .llaHil Ta HiMe"l{"l{HHi. Y u;eHTPax rrpOBa)J;5ITb Teope­

TH"lIHi ,ll;OCJIm)KeHHH, p03po6JI5IIOTb rrporpaMHi 3aco6H MO,ll;eJIIOBaHHH, a TaKO)K BrrpOBa­

.ll)KYIOTb CTaH,ll;apTlf CTOCOBHO BHKopliCTaHH5I Mepe)K IIeTpi (http://www.daimi.au.dk/ 
PetriNets/standard/). 03HaMOMHTHCH 3 6a30IO iHCTPYMeHTaJIbHHX 3aco6iB MO,ll;eJIIOBaH­

HH Mepe)K IIeTpi MO)KHa B IHTepHeTi Ha caHTi http://www.daimLau.dk/PetriNets/tools/ 
quick.html. 

3.1. npocTi Mepe>Ki neTpi 

Mepe)Ka IIeTpi € Opi€HTOBaHHM ,ll;BO,ll;OJIbHHM rpacpOM, HKHH Ma€ tIOTHPH 6a30BHX eJIe­

MeHTH: BY3JlU, a60 Mi~ (places), nepexoau ( transitions), ayzu (arcs) i MapKepu (tokens). 

Hara)J;a€MO, IIlO ,ll;BO.llOJIhHHM Ha3HBa€TbCH rpacp, HKHM Ma€ ,ll;Bi MHO)KHHH BY3JIiB i He Ma€ 

pe6ep, 3'€.llHYIO"lIHX BY3JIH O,ll;Hi€l MHO)KHHH. BY3JIH rr03HatIaIOTbCH KPY)KKaMH i BH3Ha­

"lIaIOTb CTaH, B HKOMY MO)Ke 3HaxO,ll;HTHCb Mepe)Ka a60 ri tIaCTHHa. IIepexo,ll;H - u;e 

aKTHBHi eJIeMeHTH Mepe)Ki, HKi rr03Ha"llaIOTb ,ll;il, BHKoHYBaHi rri,ll; 'lac crrpaU;IOBaHHH 

rrepeXO,ll;iB . .llJIH TOro lIlo6 rrepexm Mir crrpaU;IOBaTH, Heo6xi,ll;He BHKOHaHHH rreBHHX 
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умов, якi визначаютьсянаявшстюмаркершу вузлах мережi, з'еднанихз переходом.

ЯКЩОумовинастанняподiй виконано,то вважають,ЩО перехщзбуджений, Пере­

ходи позначаютьсякороткимивертикальнимиабо горизонтальними лiнiями.

Вузли та переходиз'еднуютьсяортентованимиребрами (дугами). Вузли, з яких

виходятьдуги до певногопереходу,називаютьсявxiднимивузламипереходу, а вуз­

ли, до яких ведуть дуги з певногопереходу, - вихiдними. Два вузли або два пере­

ходи з'еднуватись дугами не можуть. Кожний перехiд може бути з'еднаним з вуз­

ЛОМ тiльки однтею дугою (вхiдною або вихiдною).

Функцiонування мережi Петрi можна описати рiзними способами. Наприк­

лад, можна розглядати вузли як певнi умови, а переходи - як подй. Таким чином,

стан мережi в кожний момент часу задаетъся системою умов. Для зручностi за­

дання умов у мережi Петрi вводяться маркери (фiшки), якi зображуються крап­

ками всерединi вузлiв. Виникнення певно! комбiнацi1 маркерш у вузлах приво­

дить до настання деяко] подй, яка у свою чергу викликае змiну стану умов мережь

Стан маркування або стан мережi Петрi визначаеться сукупнiстю маркерш кож­

ного окремого вузла мережь

На рис. 3.1 зображено просту мережу Петрi з одним переходом. трьома вузла­

ми, два з яких мicтять маркери.

Рис. 3.1. Проста мережа neTpi

Перехiд, в якого вс] вхiднi вузли мiстять маркери, називаетъся збидженим

(рис. 3.1). Збуджений перехiд може спрацювати, пicля чого вс! маркери iз вхщ­

них вузлiв переходу перемicтяться у вихiднi (рис. 3.2). Таким чином, насгае nо­

дiя, яка эмтнюе стан мережi.

Рис. 3.2. Графiчне зображенняспрацюванняпереходу

ЯКЩО одночаснозбуджуютьсяЮлька переходiв мережi, виникае невизначенicть,

тому одночаснеспрацюваннякiлькохпереходiву мережi Петрi неможливе,тобто

переходиспрацьовуютьпослiдовно,миттево. Незважаючина те, ЩО маркери змi­

нюють свое положенняу вузлах, простi мережi Петрi - це статичнт моделi, в яких

не враховуеться динaмiкa в часi (змiна сташв мережi не залежить вш моменпв часу).
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Для того щоб за допомогоюмережi Петрi вiдтворитидинамтку роботи деяко] де­

термшовано!динамiчноiсистемив часi, необхiднозазначатимоментиспрацьову­

вання переходiв.Так! можливостiмають тiльки розширеннямереж Петрi, в яких

спрацюванняпереходiвзшйснюетьсяв заданi моментимодельногочасу з деяким

постiйнимкроком t1.t.

3.1.1. Роэмiтка мережi Петрi

РозмипкаМ мережi Петрi - це функшя, яка ставить у вiдповiднicть маркерам

вузлiв цiлi додатнi числа. Суть розмiтки полягае в приписуваннi кожному вуз­

лу певнот кiлькостi маркерш. Наприклад, якщо позначити через N саму мережу

Петрi, через Р> множину вузлiв У мережiN, через n(р)- кiлькiсть вузлiв, то кож­

ному вузлу цi€i мережi можна поставити у вiдповiднicть число iз послiдовностi

{~2, ... , n(р)}. Таким чином, розмiтку М можна зобразити за допомогою вектора з

n(р) елементiв, в якому i-й елемент виэначае кiлькicть маркерш у i-My вузлi. У за­

гальному випадку кiлькiсть маркерш у вузлi може бути бiльшою за одиницю.

На рис. 3.3 зображено мережу Петр], яка може перейти в такий стан, коли жо­

ден з переходiв не буде збудженим. Мережа в такому стан! називаеться заблоко­

ваною. Розмiтка заблокованоi мережi задаеться такими елементами: М = [2, О, О];

Р> {1, 2, 3};n(р) = 3; а, Ь, с, d - переходи. Переходи а, Ь можуть бути збудженими,

а переходи с, d - Hi. У результап збудження та спрацьовування переходу а отримуе­

мо розмiтку мt = [1, 1, О], за яко] збуджуються переходи а, Ь i с. У разi спрацювання

переходу с отримуемо мережу з новою розмiткою м2
= [2, О, О]. Умережах Петрi

паралелъне спрацювання переходiв обмежуеться тiльки кiлькicтю маркерш у вузлах.,

тобто для спрацьовування переходiв мають бути маркери у всгх вхiдних вузлах.

с d

Рис. 3.3. Мережа Петрi, яка може бyrи заблокованою

При початковiйрозмiтцi мережi, яку зображенона рис. 3.3, переходи а i Ь мо­

жуть збуджуватись одночасно. Однак збудження двох переходiв в один i той же
момент часу не означае, що вони можуть одночасно спрацьовувати. Наприклад,

переходи а та Ь мережi з розмiткою М = [1, О, О] можуть одночасно тiльки збуджу­

ватись, але не спрацьовувати. Причина в тому, що в разi спрацювання як перехо­

ду а, так i переходу Ь повиннi одночасно зникнути обидва маркери з першого вуз­

ла, що неможливо.
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Перехiд, в якого немае жодного вхiдного вузла, завжди € збудженим i може ви­

давати (zellepyeaтu) маркери. Генерування маркерш можна розглядати як послi­

довне виконання функцц розмiтки М, тобто послiдовнiсть змiни розмiток JvfJ, м',
~, ..., де м': отримане iз м' у результат: збудження деякого переходу. Тут JVfJ ­
початкова розмiтка мережi Петрi.

Перехiд, який не мае жоднот вихшнот дуги i мае пльки одну вхiдну дугу, збу­

джений завжди тiльки в тому випадку, якщо вхiдний вузол мicтить маркер. Та­

кий перехiд може знишивати маркери.

у загальному випадку для задано! мережi N з початковою розмiткою JVfJ € ба­

гато можливих послiдовностей спрацювання переходiв. Мережа Петрi знаходить­

ся в вживомия стан! (живуча розмггка), коли кожний з переходiв може збуджува-. .. .
тись нескшченну кшькгсгь разш.

Мережа Петрi знаходиться в -«MepтвOMY~ стан! (заблокована), якщо вона не мае

жодного збудженого переходу. Заблокована мережа Е спйкою, тобто 11 маркери
не можуть змiнювати сво! позицц у вузлах. На рис. 3.3 зображено мережу з почат­

ковою розмiткою JVfJ = [2, О, О]. У раз! спрацювання переходiв а i Ь початкова роз­

мггка замгнюетъся на розмiтку м2 = [О, 1, 1]. Мережа з такою розмiткою стане за­

блокованою, i жодний з переходiв не зможе бути збудженим. Отже, розмiтка JVfJ
не € живучою. Дiйсно, для цi€1 мережi не тснуе живучих розмiток Незалежно вщ

кiлькостi маркерш у вузлi 1 переходи а i Ь будуть спрацьовувати доти, доки вс!

маркери не перейдуть у вузли 2, З. Коли У вузлi 1 не залишиться маркертв, мережа

заблокуетъся.

Вважають, що два переходи конфзиктиють, якщо вони не можуть бути збудже­

ними одночасно. Незважаючи на те, що умови конфлiкту формально точно не ви­

значенi, зрозумiло, що суть конфлiкту тюно пов'язана э типом тупиковш ситуацц,

яка мала мicце в мережi, зображенiй на рис. 3.3, де переходи с i d конфлiктують

при розмiтцi МО.

Теорем, якими задаються умови блокування та скiнченностi мереж Петрi, не

[снуе, Подiбнi теореми доведено тiльки для роэмзчених zрафiв, якi € простiшими

за мережi Петрi. Для графiв пльки певних типiв доведено, що перехiд, який не

може бути збудженим, [снус лише в тому випадку, якщо В графi [снуе оргентова­

ний цикл без маркерш. Для мереж Петрi аналогiчного твердження довести не

вдалось. У розмiченому графi, зображеному на рис. 3.4, перехiд а мертвий, оскiль­

ки дуги 1 i 2 створюють ортенгований цикл, який не мае маркерш.

2

Рис. 3.4. Розмiчений граф








































































































































































































































































































































































































































































































































